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Resumen. En este articulo se presenta la implementacién fisica de un atractor cadtico
multienroscado en una direccién (1-D) basado en un sistema lineal conmutado (SLC). A
partir de este SLC se lleva a cabo una sintesis de circuitos para obtener un circuito electrénico
analégico basado en amplificadores operacionales. Las variables de estado se obtienen midiendo
el voltaje de la solucién analdgica del sistema implementado experimentalmente. Las pruebas
experimentales se comparan contra la simulacién numérica y la del circuito implementado.
El circuito electrénico es simple, utiliza componentes comerciales y puede ser construido por

cualquier estudiante a nivel licenciatura.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas cadticos se caracterizan principalmente por
su comportamiento complejo y pseudo-aleatorio. Estos
sistemas se han aplicado en diferentes campos, tales co-
mo sistemas bioldgicos, comunicaciones, procesamiento
de informacién, circuitos osciladores no lineales, seguri-
dad, ldser, Strogatz (1994), Banerjee (2010), Akgul et al.
(2016), entre otros. También, el caos se ha utilizado
en aplicaciones practicas, e.g., marcas de agua, Wang
et al. (2015), comunicaciones caéticas, S. Cigek (2016),
robots méviles auténomos, Ch.K. Volos (2012), entre
otros. Por esta razén, continuamente se presentan nue-
vos sistemas cadticos, Zhong et al. (2002), Lii and Chen
(2006), Campos-Cantén (2016), Wang et al. (2017), por
mencionar algunos. Existen sistemas cadticos basados en
sistemas lineales conmutados. Estos sistemas tienen una
dindmica de tiempo continuo con eventos de conmutacién
discreta (aislada). Los sistemas conmutados se consideran
sistemas hibridos. Estos sistemas han llamado la atencién
porque establecen una tecnologia relevante en la electréni-

ca, e.g., circuitos electrénicos de potencia y convertidores
de analdgico-digital.

En los ultimos anos, el diseio y la implementacién de
circuitos con comportamiento cadtico ha aumentado sig-
nificativamente debido a sus aplicaciones en diversas tec-
nologias basadas en el caos y sistemas de informacién,
Zhang (2017), Peng et al. (2014), Xiao-Hua et al. (2010).
Lo anterior, proporciona un mecanismo efectivo para con-
tinuar investigando el complejo comportamiento dindmi-
co que presentan los osciladores cadticos y ampliar la
comprensién de la arquitectura implicada en ellos da-
do que son muy convenientes para el disenio electrénico
sistematizado. Ademds, aumenta la investigacién sobre
el desarrollo de diversos atractores cadticos complejos
multienroscados mediante el uso de algunos circuitos y
materiales electrénicos simples.

La generacién de atractores cadticos multienroscados
(ACME) se ha convertido en una tendencia de investi-
gacion bastante madura debido al acelerado aumento en
las tltimas dos décadas. Los ACME tienen muchas apli-
caciones practicas en la generacion de senales de banda



ancha, redes neuronales celulares, comunicaciones seguras
y digitales, por nombrar algunos (ver Lii and Chen (2006)
y las referencias allf).

Algunos de los ACME antes mencionados solamente se
validan mediante simulaciones numéricas. Sin embargo, a
decir de los ingenieros, es mucho més dificil implementar
fisicamente estos ACME mediante circuitos analdgicos,
Zhong et al. (2002), Li and Chen (2006), Wang et al.
(2017). Desde un punto de vista ingenieril, los sistemas
caoticos deberian ser faciles de construir, complejos en
dindmica y con un amplio rango de espectro de potencia.

Los atractores multienroscados se pueden basar en siste-
mas lineales conmutados agregando puntos de ruptura,
asi como al conmutar sistemas lineales por partes. Tra-
bajos recientes han revelado varios circuitos cadticos que
son ficiles de implementar y evaluar, Sprott (2011), Liu
(2018). Estos circuitos se basan en simples ecuaciones
diferenciales de tercer orden, son faciles de escalar a
diferentes frecuencias y tunicamente contienen elementos
pasivos y activos, tales como capacitores, resistencias, am-
plificadores operacionales (AmOpe), entre otros. Ademas,
con ajustes menores, estos circuitos tienen el potencial
para realizar comparaciones muy precisas entre la teoria
y la practica. Las ecuaciones diferenciales correspondien-
tes a estos circuitos se encuentran entre las ecuaciones
diferenciales de tercer orden més simples que conducen a
un comportamiento cadtico.

La implementacion experimental ha demostrado que el
comportamiento cadtico sostenido es méas que una con-
secuencia de la aritmética finita de los programas de
simulacién. En Lii and Chen (2006), Garcia-Aguila et al.
(2014), Wang et al. (2017) se han reportado pruebas
experimentales, asi como la implementacién en circuito
electrénico de los sistemas cadticos propuestos mostrando
la viabilidad y el rendimiento de estos sistemas. Por lo
tanto, normalmente se cita el circuito en lugar del sistema;
en algunos casos, el diseno del circuito se deja fuera del al-
cance del articulo. Ademads de la implementacién fisica, se
deben tomar en cuenta diferentes consideraciones durante
la construccién del prototipo, tales como las tolerancias
y las desviaciones de los componentes pasivos, rango de
frecuencia, voltaje de alimentacién (principalmente en
AmOpe), entre otras cosas.

En este articulo se presenta la implementacién fisica de un
ACME en 1-D basado en la ecuacién diferencial de tercer
orden del jerk y una senal de control de conmutacién
(SCC). El atractor extraflo tiene miltiples enroscados que
se distribuyen de manera compleja en el espacio de esta-
dos. El sistema que da lugar a este nuevo atractor es relati-
vamente simple en comparacion con su compleja dindmi-
ca. Ademas, el circuito puede implementarse facilmente
ya que sélo contiene componentes pasivos (capacitores y
resistencias) y activos (AmOpe) haciendo al circuito més
adecuado desde el punto de vista en la ingenieria.

El resto del trabajo estd organizado de la siguiente ma-
nera. En la Seccién II se presentan el SLC y la ley de

conmutacién para crear un ACME en 1-D. Los resultados
de la simulacién del diseno del circuito electrénico se
muestran en la Seccién III. La Seccién IV presenta los
resultados experimentales. Finalmente, las conclusiones
se dan en la Seccién V.

2. GENERACION DE UN ACME MEDIANTE UN
SISTEMA LINEAL CONMUTADO

Los sistemas conmutados son un caso particular de los
sistemas hibridos. Estos sistemas evolucionan cambiando
entre dos o mds campos vectoriales (continuos) en virtud
de criterios condicionales. Los criterios de cambio pueden
depender del tiempo o del estado y tienen un impacto
crucial en la evolucién del sistema. Considere la clase de
sistema lineal conmutado dado por

x = Ax+B, (1)

donde x=[11, 22, 23]T € IR? es el vector de la variable de
estados, B = [B1, B2, #3]T € IR? representa un vector real
con una SCC, A = [a;;] € R®® es un operador lineal.
La generacién de un ACME se hace bajo las siguientes
suposiciones. El sistema (1) es disipativo e inestable. Por
lo tanto, la suma de los valores propios de la matriz A
es negativa. El punto de equilibrio de (1) se localiza en
z* = —A71B;. La clase de SLC considerados en este
articulo son aquellos con oscilaciones alrededor del punto
de equilibrio debido a la variedad estable (M*) e inestable
(M*™) que contiene de la matriz A. El enfoque de una
ecuacién diferencial lineal de tercer orden escrita en la
forma jerk (vea Ec. (2)) se ha utilizado para describir una
clase de circuitos simples que conduce al comportamiento
cadtico. Por lo tanto, mediante el control del equilibrio
en diferentes dominios de z, es necesario conmutar a
diferentes valores el vector B.

T = a3l + asT + a1x + B3, (2)

donde B3 es la SCC y a1,2,3 son pardmetros, los puntos
denotan la derivada respecto a un tiempo adimensional.
Considerando la Ec. (2), es posible escribir el sistema (1)
en su forma matricial puede representarse en el espacio
de estados, donde la matriz A es:

0 1 0
001], (3)

—a31 —a32 —ass

A:

donde asz1,asz2,as33 € IR son nimeros escalares que satis-
facen la siguiente definicién

Definicion 1. El sistema dado por (1) en IR? con valores
propios A; de la matriz A es inestable y disipativo si
Zf:l Ai < 0, y dos de sus valores propios son complejos
conjugados con parte real positiva, Re{\;} > 0 (para més
informacién vea Campos-Cantén (2016)).

El polinomio caracteristico de A estda dado por



A b azsA? + aga) + az;. (4)

Conforme a la Definicion 1, la Ec. (4) debe tener al menos
una raiz negativa y dos complejas conjugadas con parte
real positiva. Debido a que el sistema (1) se implementara,
se prefiere el uso de valores fijos comerciales de resisten-
cias y capacitores para reducir el ruido y aumentar la
repetibilidad de los experimentos. Por lo tanto, tomando
en cuenta la implementacion fisica y por simplicidad, los
valores de los coeficientes son as3 = ass = az; = 0.56.
Los valores propios estdn dados por Ay = -0.7729, Ay 3 =
0.1064 4+ 0.84454, lo que satisface la Definicion 1.

La localizacién de los puntos de equilibrio, z*, de (1) son
determinados por el vector B,

Bi = —A.T*, (5)

donde 81 = x5, B2 = 25 y B3 = —as1x] — asax5 — aszTs.

Considerando la matriz A, dada por (3), se puede introdu-
cir en 3 2,3 una SCC dependiente de los estados. La SCC
puede conmutar en dos o méas valores diferentes. Cada
valor de conmutacién hace al sistema (1) presentar dos
o mas puntos de equilibrio y, por lo tanto, se produce
un atractor con multiples enroscados. Por simplicidad y
con fines de mostrar la validez de lo previamente men-
cionado, la SCC sélo depende de un estado, z;. Para
lograr un atractor multienroscado en 1-D con el equilibrio
en (x7,0,0), en el eje x1, se selecciona /1 = P2 = 0y
Bz = a313, por lo tanto

0

0 ] . (6)

as1 33

B-=

Se pueden proponer distintos valores de (3, por restric-
ciones de espacio solamente se muestran algunos ejemplos
aqui. La SCC de S5 dada por (7) y (8) puede generar un
atractor de doble y triple enroscado, respectivamente.

By — {2.5,

—0.6, de lo contrario;

si xr1 > 17

(7)

3.5, siz; > 1.5,
Bs =<0, si —1.5 <z < 1.5, (8)
—3.5, six; < -—1.5.

En la Fig. 1 se muestran las proyecciones en los planos
(x1,22), (x1,23) y (x2,23) de un extranio atractor cadtico
en 1-D de doble y triple enroscado provocado por la SCC
(7) y (8) bajo las Ecs. gr3 La condicién inicial
utilizada es (0.1,0.1,0.1) Las sunula(:lones numéricas
se realizan en el software Octave. En la implementacién
fisica, los estados (1,2, x3) se representan por los vol-
tajes en un nodo particular en el circuito fisico. Vale
la pena mencionar que la implementaciéon del circuito
estd limitada por las caracteristicas eléctricas (principal-
mente el voltaje de alimentacién) de los AmOpe. Para
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Figura 1. Proyecciones en los planos (z1,22), (z1,z3) y
(2, x3) del atractor cadtico en 1-D doble (izquierda)
y triple (derecha), simulado en Octave.

evitar cualquier saturacion de las soluciones resultantes,
el equilibrio y los valores resultantes de la SCC no pueden
ser mayores que el maximo voltaje de alimentacién per-
mitido por los AmOpe. Bajo esta circunstancia, se debe
realizar un escalamiento del sistema o la reubicacion de los
puntos de equilibrio para lograr la tensiéon de operacién
donde funciona el circuito. Normalmente, el voltaje de
alimentacién varfa segin las caracteristicas del AmOpe,
ronda entre 3 y 18 V. Como podemos ver en la Fig. 1, los
valores de amplitud de los estados estdn en el intervalo
de (-6,6); por lo tanto, no es necesario escalar ningin
estado y el circuito se puede disenar utilizando los valores
previamente propuestos.

3. DISENO ELECTRONICO DEL ATRACTOR DE
TRIPLE ENROSCADO EN 1-D

La implementacion fisica de sistemas cadticos conlleva a
la utilidad (aplicacién) de los sistemas teéricos. En esta
seccién, se presenta el desarrollo del circuito electrénico
analégico para representar las ecuaciones matematicas del
SLC propuesto. Las ecuaciones del sistema se transforman
en ecuaciones que se emulan mediante AmOpe utilizando
diferentes configuraciones, como amplificador diferencial,
comparador, integrador inversor, entre otros. La principal
ventaja de la implementacién analdgica es que los estados
son completamente analdgicos. Por lo tanto, la respuesta
del circuito es lo que las ecuaciones matematicas descri-
ben. Se prefiere la implementacion analégica en lugar de
usar componentes digitales, que discretizan los resultados
y se pierde cierta informacién debido al proceso de discre-
tizacion. Ademads, los pardametros del sistema se pueden
cambiar ajustando los valores de la resistencia.

En la Fig. 2 se muestra el circuito electrénico del atractor
en 1-D de triple enroscado. El circuito estd disenado en
Multisim 13.0 y se conforma de dos partes, una para



Figura 2. Diagrama esquematico del sistema cadtico en
1-D con dos, Ec. (7), y tres, Ec. (8), enroscados.

la matriz A, (3), y otra para la SCC, (7) y (8), en-
cerradas en la Fig. 2 mediante recuadros punteados e
identificados como A, 83(7) y 83(7), respectivamente. El
circuito disenado estd compuesto por tres integradores
(U1B, U1D y U2B), tres amplificadores inversores (U1C,
U2A y U2C), dos comparadores (U3A y U3B), un amplifi-
cador sumador-restador (U1A) y un sumador no inversor
(U2D). La SCC, f35, mostrada en la Ec. (7) se implementa
mediante un comparador de voltaje (U3A) que conmuta
de acuerdo con el voltaje del estado z1. La SCC, (3, que
se muestra en Eq. (8) se implementa con un comparador
de ventana (U3A y U3B) y conmuta segtin el voltaje del
estado 7.

Las ecuaciones que describen el comportamiento del cir-
cuito propuesto estan dadas por

d’UCl . 1 @’U

dt  Ri3C; \Riy1 ©)’

dve, 1 @v

dt R10Cs \ Rg @)

d'UC3 1 R R Roo (9)
= o —0 - == e

i~ RG\RP TR R

_Ba 7@,0
R2 [ R3 c3 |

dv., dv dv . . . .
donde —zt,—22,—% son 1, T2, T3, respectivamente y

Ve, ,Vey, Uey SOL €l voltaje en los capacitores. ULA estd con-
figurado como sumador-restador, el término % es multi-
plicado por cero debido a que Rj estd conectada tierra;
por esta razén, este término desaparecerd del andlisis. R5
podria ser omitida, pero se pone para evitar problemas
de impedancia.

Si Rt = Rig=Ri3yCy =Cy = 03 la Ec. 9 se puede

t _
normalizar haciendo 7 = a0y = R1002 = R . Por lo
tanto, el sistema adimensional queda como
T = R12x
1= 55 T2,
Ry
. Ry
T2 = 5-I3, (10)
Rs
L — Rﬁﬂ R22I RQQI R22x
3= 5 P3——FH T1— 5 T2~ 5 T3
Ry Ry Ry Ry ™7

donde z1, x5, x3 corresponden al voltaje de salida de los
circuitos integradores conformados por un AmOpe y un
capacitor, Ve, , Ve, , Ve, Bis facil corroborar que el sistema
adimensional (10) corresponde al sistema mostrado en (3)

y (6).
En la Tabla 1 se muestra la lista de materiales usados en
el circuito disenado.

Tabla 1. Lista de materiales.

Descripcién Etiqueta Valor
Amplificador operacional U1, U2 TL084
Comparador diferencial U3 LM319
Resistencia R1,R2,R3,R4,R5,R22 15 kQ
. . R6,R8,R9,R11,R12,R16,
Resistencia R17,R18,R19,R20,R21 10 kQ2
Resistencia R7,R10,R13 1 MQ
Resistencia R14,R15 3.3 k2
Capacitor C1,C2,C3 1 uF

Muiltiples simulaciones en Multisim 13.0 se llevaron a cabo
utilizando una tolerancia de 5% para las resistencias y
de 10 % para los capacitores. Durante las simulaciones se
obtuvieron resultados similares. En la Fig. 3 se muestran
las diferentes proyecciones del atractor cadtico en 1-D de
doble y triple enroscado provocado por el SCC (7) y (8),
bajo las ecuaciones (3) y (6). Como se puede observar en
las Fig. 1 y 3 los resultados de la simulacién numérica y los
de la simulacién realizada en Multisim 13.0 son similares.
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Figura 3. Proyecciones en el osciloscopio de los planos
(x1,22), (z1,23) y (z2,23) del atractor cadtico en 1-
D doble (izquierda) y triple (derecha), simulado en
Multisim 13.0.

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En la Fig. 4 se muestra el montaje experimental realizado
para validar experimentalmente el comportamiento del
SLC. El circuito se alimenta con £12 V, suministrados
por la fuente de alimentacién Keithley modelo 2231A-
30-3. La medicién del voltaje en los capacitores de los
integradores, ¢, ,Vc,,Ve,, Se realiza con el osciloscopio
Rohde & Schwarz modelo TDS3034C. El canal 1 (Chl)
del osciloscopio se conecta con v, , €l canal 2 (Ch2) con v,
y el canal 3 (Ch3) con v, . El circuito del atractor cadtico
en 1-D de triple enroscado se arma en una tablilla para
prototipos utilizando componentes estandar de valor fijo,
lo anterior es para evitar el uso de resistencias variables
que pueden aumentar el ruido eléctrico presente en el
circuito, pudiendo alterar el comportamiento del mismo.
Las diferentes proyecciones del atractor cadtico adquiridas
de manera experimental con el osciloscopio se pueden
ver en la Fig. 5. Los salidas muestran los resultados del
sistema (1) bajo las Ecs. (3) y (6) modelados en Octave
(simulacién numérica) y confirman los resultados de la
simulacion en Multisim 13.0, asi como los resultados del
circuito experimental. A pesar de la reactancia parasita,
el ancho de banda finito de los componentes y otras
perturbaciones experimentales, el circuito electrénico di-
seniado presenta un comportamiento cercano al dado por
las ecuaciones del sistema. Comparado con otros circuitos
cadticos, la implementacién fisica del circuito disefiado
presenta un bajo riesgo con respecto a las condiciones
iniciales (voltaje en los capacitores) en el momento de
energizar el circuito, ya que no necesita variar algin
pardmetro para iniciar su comportamiento cadtico. El
sistema funciona de forma auténoma sin definir valores
iniciales y muestra un comportamiento caético. Ademads,
el circuito es robusto ante las variaciones de parametros
y no requiere un ajuste cuidadoso de los valores de los
componentes. Hasta cierto punto, la implementacion del
circuito electrénico demuestra que el atractor cadtico del
sistema (1) puede ser implementado fisicamente.

Figura 4. Montaje experimental en el laboratorio para
comprobar el SLC propuesto.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd un atractor cadtico en 1-D
de doble y triple enroscado basado en un sistema lineal
conmutado, asf como el circuito diseniado e implementado.
Los datos experimentales coinciden con los resultados
de la simulacién, demostrando la viabilidad del método
propuesto. Debido a su simplicidad, el circuito puede ser
facilmente construido en cualquier laboratorio por estu-
diantes a nivel licenciatura. Una caracteristica notable de
este circuito es que no utiliza ninguna resistencia variable,
minimizando el ruido eléctrico. El circuito esta compuesto
por componentes comerciales, nada mas contiene AmOpe,
capacitores y resistencias, siendo mas aplicable desde el
punto de vista de la ingenierfa. Ademads, el circuito puede
ser util para aplicaciones practicas basadas en el caos,
tales como la sincronizacién, banco de pruebas para ve-
rificar diferentes leyes de control, entre otras. El circuito
actual ofrece una versién equitativa del caos, accesible
para un experimentador o un entusiasta, al mismo tiempo
que proporciona informacién a un ingeniero o un teorico.
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