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Resumen

Esta tesis trata sobre el modelado de la mecanica de fluidos en un Actuador/Dosificador
(AD) que formard parte de una bomba automadtica para suministré de medicamento. La geo-
metria del AD propuesto se basa en tubos de curvatura variable siguiendo en su linea central
una espiral de Arquimedes. Lo novedoso de este disefio radica en la doble funcionalidad
del AD, porque permitira contener y a la vez dosificar el medicamento. Las dimensiones
del recipiente (el cual tiene la capacidad de contener 1 mL de medicamento) son de 32.8 cm
de longitud con un didmetro de 2 mm. Asi, las dimensiones totales del AD incluyendo el
recipiente son de 6.89 cm de base x 6.80 cm de altura x 1.5 cm de espesor.

Por otro lado, los pasos seguidos para modelar la mecédnica de fluidos en este trabajo fueron:

1. Primero, aproximando secciones de la espiral por medio de toros de curvatura cons-
tante; se extendio el modelo de Dean [20], el cudl aplica para fluidos incompresibles
fluyendo a traves de tubos con curvatura constante, al caso de fluidos compresibles.

2. Segundo, considerando el radio de la espiral variable se modela la mecanica del fluido
en el AD y se extiende el modelo de Dean-Germano [25], el cudl aplica para fluidos
incompresibles fluyendo en tubos con torsion y curvatura constante, al caso de tubos
con curvatura variable.

Por altimo, la importancia de los modelos obtenidos radica no solo porque permitird simular
la mecanica del fluido dentro del AD, sino por sus aplicaciones potenciales en diferentes
areas de la ingenieria. Por ejemplo, el modelo obtenido en el paso 1 permite modelar la
mecanica de fluidos tanto de liquidos como de gases fluyendo a través de tubos curvos de
curvatura constante.

Palabras clave: Modelacion matematica, Ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cur-
vilineas, Flujo de fluidos en tubos curvos, Dosificadores de medicamento.

X1l



Abstract

This thesis deals with the modeling of the fluid mechanics within an Actuator/Dispenser
(AD) which will be part of a automatic pump to supply a medicine. The proposed AD
geometry, is based in curved pipes of variable curvature that follow up an Archimedes spiral
in their center line. The innovation of this design lies in the double functionality of the AD,
because it will be both the container and dispenser of the medicine. The container, which
has a capacity of one mililiter (mL) of medicine, is 12.9 inches long and has a diameter of
0.78 inches. The total AD dimensions, including the container, are 2.71 inches x 2.67 inches
x 0.59 inches.

On the other hand, the followed steps for modeling the fluids mechanics in the AD were:

1. First, approximating sections of the spiral by means of the torus with constant curva-
ture. The classical Dean’s model [20], which describes incompressible fluids flowing
across pipes with constant curvature, is extended to the compressible fluid case.

2. Second, considering the variable radius of the spiral, we extended the Dean-Germano
model [25], which describes incompressible fluids flowing within pipes with constant
curvature and torsion to the variable curvature case.

To conclude, the obtained models are not only important for modeling the fluid mechanics
within the AD, but they have also potential applications in different areas of engineering. For
instance, the model obtained in the step one, lets modeling the fluid mechanics either gases
or liquids flowing across of curved pipes with constante curvature.

Keywords: Mathematical modeling, Navier-Stokes equations in curvilinear coordinates, Flow
in curved pipes, Medicament dispenser.

X1V



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo, se hablard brevemente de la Diabetes Mellitus como una motivacién al
problema que ocupa la presente investigacion. Sobre todo, en lo que se refiere al cdlculo y
suministro del medicamento que requieren los pacientes para controlar el nivel de glucosa
en sangre. En este sentido, se discute brevemente las bombas comerciales que existen para
suministrar medicamento y se explica la necesidad de contar con un dispositivo de suminis-
tro automdtico con geometria de tubos curvos. Por tltimo, una vez planteado el problema
y dado que la geometria del AD propuesto en este trabajo involucra tubos con curvatura
variable, al final del capitulo, se da una breve revision del estado del arte en lo que respecta
a la mecdnica de fluidos en tubos curvos.

1.1 Nuestra motivacion: La enfermedad de la Diabetes Me-
llitus Tipo 1

A la deficiencia en la produccién 6 utilizacién de la hormona llamada insulina se le
conoce como Diabetes Mellitus (DM). Esta hormona posee multiples funciones en el cuerpo.
Entre las més importantes se encuentra promover el ingreso de la glucosa en las células.
En particular, si existe carencia en la produccion y/o utilizacién de la insulina, entonces la
glucosa obtenida de los alimentos no puede ser metabolizada y en consecuencia, se genera un
exceso de glucosa en la sangre llamado clinicamente como hiperglucemia y que corresponde
a valores en la concentracion de glucosa plasmatica en ayuno mayores a 126 mg/dl [4]. Esta
situacion no es recomendable porque si persiste por periodos prolongados de tiempo puede
derivar en multiples trastornos fisiolégicos en el cuerpo del paciente, como por ejemplo
cansancio, ansiedad, hambre insaciable, sed excesiva, excrecién constante de orina entre
otros [1]. Las clases mds comunes de DM de acuerdo a la descripcion dada en las referencias
[2] y [4] son: (1) Diabetes Mellitus Tipo 1 (DMT1) y (ii) Diabetes Mellitus Tipo 2 (DMT?2).
La forma maés frecuente es la del tipo 2 con un 90 % del total de los casos de diabetes en
México y se le relaciona directamente con la obesidad, malos hébitos alimenticios y falta de
ejercicio. La DMT1, aparece con mayor frecuencia en personas menores de 30 afios, aunque
existe evidencia que puede aparecer a cualquier edad [3] [4]. La principal caracteristica de
este tipo de enfermedad es la incapacidad del cuerpo para producir insulina. Razon que la
convierte en la més peligrosa de las dos porque, para poder mantener la concentracion de



glucosa en niveles similares al de una persona sana, los pacientes deben suministrarse la
insulina de manera externa y en dosis precisas.

1.1.1 Fundamentos en la dosificacion de insulina

La administracion de cualquier medicamento se establece desde su prescripcion, la cual
debe definir su dosis, la via de administracidn, el lapso de tiempo entre dosis, asi como la du-
racion del tratamiento. Normalmente estas indicaciones son responsabilidad del médico que
prescribe. Sin embargo, en los casos de pacientes con DMT1; la responsabilidad de seguir
la prescripcion establecida es tarea del paciente. Asi éste debe aprender a autoadministrarse
las dosis y en tiempo requerido a fin de controlar el nivel de glucosa en sangre. Para ello el
paciente debe conocer entre otros lo siguiente [6]:

1. Las condiciones de almacenamiento de la insulina.

2. Coémo preparar las combinaciones de insulina entre las diferentes formulaciones que
existen.

3. Latécnicay los lugares de administracion de la insulina.

4. Coémo determinar las dosis de insulina a suministrarse de acuerdo a la ingesta y/o
actividad fisica.

5. Fecha de caducidad del medicamento.

6. El tiempo de respuesta de la insulina.

7. Duracion del efecto maximo de la insulina utilizada.

8. Los lapsos en los que debe suministrarse las dosis.

9. Los efectos secundarios y qué hacer en caso de sobredosis.

Todas estas tareas deterioran la calidad de vida del paciente y dificultan el control de la
DMT1. Cabe sefialar que los casos en que el paciente es un nifio, los que deben aprender y
vigilar que se cumplan todas estas indicaciones son los padres.

Por otro lado, a pesar de que estos protocolos aseguran que los pacientes se administren
las cantidades de insulina lo mdas cercano posible a sus necesidades, las dosis requeridas
por el organismo, son normalmente diferentes a lo prescrito por el médico, principalmente
porque éstas son cdlculadas de acuerdo a reglas euristicas y basadas en la experiencia del
médico. Esta diferencia, entre lo requerido y lo suministrado, puede provocar que a largo
plazo existan complicaciones en la salud de estos pacientes producto de las insulinemias mal
controladas [1], [5].



1.1.2 Comentarios acerca del calculo y suministro de la insulina

De acuerdo a los escenarios discutidos en la seccién anterior se observan tres problemas
importantes que deben resolver los pacientes con DMTT1 a fin de poder lograr el control de
su enfermedad.

1. El primero es medir sus concentraciones de glucosa en la sangre

2. El segundo es calcular las dosis exactas que debe suministrarse para normalizar sus
concentraciones altas de glucosa

3. Eltercero e igual de importante, consiste en realizarse el suministro preciso del medica-
mento

En este punto considero importante comentar que el proceso de regulaciéon de los niveles
de glucosa en un paciente sano no es simple. El pancreas quién es el 6rgano encargado de
sensar la glucosa, producir y suministrar la insulina, poseé tres tipos de células que son las
encargadas de realizar dichas funciones. Estas células realizan la produccion, el monitoreo,
la inhibicién y suministro de las hormonas llamadas insulina y glucagon que son las que
permiten regular, tanto los niveles altos como los niveles bajos de glucosa en la sangre. A
este mecanismo de regulacion en el drea clinica se le conoce como homedstasis de la glucosa
y es precisamente cuando este mecanismo de autorregulacion se rompe que aparece la enfer-
medad conocida como DM. Para el caso de la DMT1 donde la produccién de insulina es casi
nula, el suministro debe ser externo. De tal manera que para reestablecer la homeostasis de
la glucosa, una alternativa es usar la teoria de control para proveer los mecanismos de regu-
lacion de manera externa. Este concepto es conocido como pancreas enddcrino artificial y es
mostrado en la Figura 1.1. Aqui, el objetivo de control radica en mantener la concentracion
de glucosa de un paciente con DMT1 en niveles similares al de una persona sana, el cual se
toma como referencia. En esta Figura el bloque llamado controlador es el que calcula las

¥ 1
. E(t) I(t) | Etapade | yky) I(kt - :
1| Referencia O Controlador > Comuni Bomba de (kt) _|Paciente G(1) N
1| Persona sana . Insulina “lcon DMT1 -
: I cacion I
i i

H1

Sensor de glucosa

Figura 1.1: Diagrama de bloques del pancreas artificial. El bloque en color obscuro denota la parte donde se
incrusta este trabajo.

dosis continuas de insulina que debe suministrarse el paciente a partir de medir sus concen-
traciones de glucosa por medio de un sensor de glucosa. La sefial I(t) es enviada a una etapa
de comunicacion que traduce las dosis de insulina en un lenguaje que pueda interpretar la
bomba que es quien realiza el suministro del medicamento. H1 es un sensor que le permite al
controlador corroborar que el suministro realizado por la bomba logre el objetivo de control.



De esta manera, observando a la homeostasis de la glucosa como un sistema de control en
lazo cerrado. Recientemente diversas compafiias y grupos de investigacion cientifica estan
realizando investigaciones alrededor del concepto del pancreas artificial tanto en el desarro-
llo de algoritmos inteligentes, bombas de infusién, como de sensores no invasivos para la
medicion de glucosa. En lo referente al desarrollo de algoritmos que calculan las dosis de in-
sulina, existen varios en la literatura como por ejemplo los propuestos por [8], [9], los cuales
son potencialmente realizables mediante el uso de dispositivos automaticos para suministro
de insulina [17]. Para esto es importante contar con un dispositivo portatil de infusion au-
tomatico de insulina que permita el suministro exacto, pero que ademds pueda ser usado en
lazo cerrado como se muestra en la Figura 1.1. Cabe mencionar que, a pesar de que ya existen
bombas comerciales que suministran la insulina de manera precisa estas poseén limitantes
para ser usadas en un lazo retroalimentado, principalmente porque no han sido disefiadas
para tal fin. En la siguiente subseccion se explican algunas ventajas y desventajas de es-
tas bombas comerciales y se justifica la necesidad de contar con un dispositivo automatico
que pueda ser usado en lazo cerrado para proveer una terapia alternativa a la tradicional que
contemple el suministro automatico de insulina en dosis variantes en el tiempo.

1.1.3 Bombas comerciales para el suministro de insulina

Actualmente existen diversos fabricantes de bombas comerciales para suministrar in-
sulina entre los mds importantes destacan:

1. Animas corporation, modelo de bomba ”Animas 20207, pais de origen USA[11]

2. Deltec company, modelo de bomba ”Cozmo®) MN”, pais de origen USA[12]

3. Disetronics inc., modelo de bomba ”Spirit®) IN”, pais de origen Suiza[13]

4. Minimed Company, modelo de bomba “Paradigm 722 CA”, pais de origen USA[14]
5. Insulet Corporation, modelo de bomba "OmniPod MA”, pais de origen USA[15]

6. Sooil USA Company, modelo de la bomba "DiabecarellS CA”, pais de origen USA[16]

El cuadro 1.1 muestra los modelos actuales de cinco bombas de las compaiiias arriba men-
cionadas, asi como las caracteristicas técnicas de cada una de ellas. Las dimensiones de la
bombas son dadas en mm donde ’bxh” corresponde a la base y a la altura de la bomba, y el
ancho al espesor de la misma. El volumen total de la bomba es dado en centimetros ctbicos
(cm?), el peso de las bombas dada en gramos no considera el peso de las baterfas ni de la
insulina al estar lleno el recipiente. La capacidad de este recipiente esta dada en unidades
de insulina (UI), donde 100 UI equivalen a 1 mililitro (mL) de medicamento. En estas bom-
bas, el incremento basal se considera como la dosis minima que puede realizar la bomba y
cominmente se mide en miliunidades de insulina (mUI), donde una mUI equivale a 1x1073
UL Por ejemplo el modelo paradigm®) de la compaiiia minimed solo puede realizar dosis
minimas de 100 mul. Por otro lado, la entrega basal se refiere al tiempo minimo en que la
bomba puede suministrar determinada dosis y no vuelve a suministrar otra hasta que haya
transcurrido dicho tiempo. Por ejemplo el modelo Cosmos de la compania Deltec puede
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Modelo Animas 2020 Cozmo®) Spirit®) Paradigm 722 DiabecarellS
Dim. bxh(mm) 50.8x82.55 46x 80 81x56 51x091 46 x 77
Dim. Ancho(mm) 21.59 24 20 20 19
Vol.(cm?) 90.54 83 9 92 67
Peso [gr] 110.5 76.5 79.38  107.73 54
Recipiente(UI) 200u 300u 315u  300u 300u
Incremento Basal 0.025u 0.05u 0.lu  0.05u 0.01
Entrega Basal ¢/ 3 min ¢/3min ¢/3min ¢/ 10 min ¢/ 4 min
Bateria AAx1 AAAx1 AAx1 AAAxl] 172 AA
Motor CD CD CD CD CD

Cuadro 1.1: Caracteristicas técnicas de algunas bombas comerciales.

suministrar dosis cada 3 minutos.

La Figura 1.2 muestra el modelo Animas 2020 de la compafiia Animas corporation; como
puede observarse su tamafio es similar al de un teléfono moévil y es capaz de suministrar
incrementos de 25 mUI cada tres minutos. La mayoria de estas bombas tienen en su interior

Figura 1.2: Bomba comercial para suministro de insulina.

un compartimento destinado a colocar el depdsito de insulina, el cual se recarga de manera
similar al de una jeringa convencional y para lograr el suministro, se usa un micromotor
que provee, la energia mecdnica para desplazar el émbolo de la jeringa y asi lograr dosificar
el medicamento. Para recibir el suministro de forma continua, el paciente debe tener una
conexion permanente a través de un catéter hacia el tejido subcutdneo, comunmente colo-
cado en el area del abodomén. Las ventajas que presentan estas bombas es su tamafo y el
suministro preciso. La principal desventaja que presentan es su costo elevado, por ejemplo
el modelo paradigm 522, cotizada en agosto del 2008 tenia un costo de 6000 dolares ame-
ricanos. Otra desventaja que presentan desde el punto de vista del usuario, es que las dosis
que suministran deben ser calculadas y programadas por los pacientes dntes de cada comida.
Por esta razon y para evitar sobredosis en los pacientes, éstas bombas se venden siempre y
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cuando exista autorizacién médica y solo después de que la compaiiia se ha asegurado que el
usuario ha sido entrenado por un profesional de la salud para el uso correcto del dispositivo.
La Figura 1.3 muestra el tipo de suministro que realizan estas bombas y consiste de una tasa
constante de insulina de 22 mUI y de tres dosis mayores (conocidas como bolos) que el pa-
ciente calcula y programa en la bomba éantes de cada comida y de acuerdo al tipo de ingesta
que realizara.

75 mUI 5
Bolus
|
50 mUI =+ |
Bolus Bolus
25 mUI + /\ /\
Tasa basal
‘ t i t
Q/oi, Desayuno Comida Cena D

Figura 1.3: Curva de suministro realizado por este tipo de bombas comerciales.

Por otro lado y apesar de estas limitantes, actualmente existen estudios que demuestran que
el uso de una terapia continua de infusién subcutdnea de insulina por medio de estas bom-
bas mejoran el control de la DMT1 con respecto a la terapia tradicional [5]. No obstante,
dichos estudios también revelan casos frecuentes de hipoglucemias! durante la fase del en-
trenamiento en la cual el paciente aprende el uso correcto de éstos dispositivos [7].

Estas complicaciones se deben entre otros factores a que los reajustes en las dosis necesi-
tan ser reprogramados constantemente, ya que €stas bombas no cuentan con un sistema de
retroalimentacidn para hacer los ajustes automaéticos en el suministro. Por esta razén y para
proveer una terapia alternativa a la tradicional, el objetivo de este proyecto de tesis consiste
en disefiar y en un futuro préximo a instrumentar una bomba (potencialmente portétil) para
el suministro de insulina pero que tenga la capacidad de funcionar en lazo cerrado con los
algoritmos de control propuestos en la literatura [9]; para que de esta manera no requiera ser
reprogramada por el paciente.

1.1.4 Suministro continuo de insulina

Por otra parte y siguiendo el concepto de péancreas artificial, recientemente algunos gru-
pos de investigacion como por ejemplo el de Ruiz-Velazquez y colaboradores [9], han pro-
puesto que una terapia con suministro continuo pero ademads con tasas variantes en el tiempo,

! Condici6n definida como niveles muy bajos de glucosa en sangre < 70 mg/dl.

6



similar al que realiza un pancréas humano sano puede ayudar a mejorar el control de la
concentracion de glucosa en los pacientes con DMT1 y por consiguiente reducir las enfer-
medades asociadas con esta enfermedad. La Figura 1.4 muestra las dosis de insulina calcu-
ladas por el algoritmo de control reportado por Ruiz-Veldzquez et.al. Esta curva continua,
representa la cantidad total de insulina que se debe suministrar una persona con DMT1 du-
rante las primeras 12 horas del dia y de esta forma poder regular su concentracion de glucosa
en sangre en niveles similares al de una persona sana. Cabe mencionar que esta grafica fue
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Figura 1.4: Dosis de insulina calculada por el algoritmo de control reportado por Ruiz-Veldzquez et.al [9].

tomada con permiso del autor y aqui solo se expone para ilustrar que las tasas de medica-
mento que deberd suministrar el AD serdn variantes en el tiempo y con tasas maximas de
dosificacion de aproximadamente 78 mili Unidades de Insulina (mUI) por minuto.

1.1.5 Caracteristicas que debe reunir un AD

Una vez identificadas las caracteristicas que debe reunir el dosificador que serd propuesto
en este trabajo se plantearon los siguientes objetivos a desarrollar en esta tesis:

1. El AD disefiado debera ser pequefio y ligero para permitir en una etapa posterior de-
sarrollar una bomba portatil y que pueda ser usada en lazo cerrado con los algoritmos

de control mencionados.

2. El micromotor del AD deberd permitir suministrar tasas de insulina variantes en el
tiempo para emular la secrecion pancreatica de insulina.

La Figura 1.5 esboza un diagrama general, donde se muestra la posicién que ocupara el AD
en la bomba. En este diagrama la ley de control de tipo PID, es la que se encarga de con-
trolar la velocidad angular del micromotor para garantizar que el AD realice el suministro
preciso. La etapa de comunicacion permite traducir la cantidad de insulina I(7) calculada
por el algoritmo de control ver Figura 1.1 a un Voltaje discreto V(kf) para ser suministrado
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Figura 1.5: Diagrama general que exhibe internamente los elementos que conforman el bloque en color
obscuro de la Figura 1.1 y donde se muestra también el lugar que ocupard el AD en la bomba.

al motor. La etapa de conversion permite convertir este voltaje discreto a voltaje continuo
para controlar la velocidad angular W(7) del minimotor. El bloque H2, es un decodificador
optico que permite medir la velocidad angular del minimotor y H1 es una etapa que sensara
la posicidn del balin para indirectamente correlacionar el suministro de insulina I(k?).

Aqui, es importante sefialar que el disefio correspondiente a la etapa electrénica ya ha sido
desarrollada en otros trabajos como por ejemplo [17], para mds detalles acerca del control
de la velocidad de un motor ver [18].

De esta manera, el trabajo desarrollado en esta tesis corresponde a la parte mecédnica y con-
siste en el disefio del AD y con el fin de poder garantizar un suministro preciso al modelado
de la mecdnica del fluido a ser suministrado.

1.1.6 Geometria propuesta para el AD

La Figura 1.6 muestra la geometria del AD mecdnico que ha sido seleccionado para esta
bomba. Este actuador consta de un tubo circular enrollado en forma de una espiral simétrica
que, poseé€ a su vez un balin metélico (integrado) que serd movido por medio de un iméan
permanente para proveer el arrastre y suministro del fluido.

El principio de operacién de esta étapa electromecdnica serd la siguiente: Mediante un iméan
permanente adjunto a la flecha de un motor de corriente directa, se pretende controlar el
movimiento del balin y por consiguiente el desplazamiento del fluido. De esta forma el
problema de control radica en controlar la velocidad angular del minimotor, para indirecta-
mente controlar la dosificacion (variante en el tiempo) del fluido. Para esto se asume que no
existe fuga entre el balin y las paredes del tubo.

La espiral utilizada es una espiral de Arquimedes y se le define como el lugar geométrico de
un punto moviéndose a velocidad constante sobre una recta que gira sobre un punto fijo a
velocidad angular constante.

En coordenadas polares (r,0), la espiral de Arquimedes es descrita por la siguiente ecuacion:
E, = B1 +B26, con By y B, ndmeros reales; y 6 dado en radianes. El pardmetro 3; controla
el origen de la espiral, mientras que 3, controla la distancia entre giros sucesivos, y son
iguales a 2mf,. Esta espiral de Arquimedes tiene dos trazos, uno para 6 > 0 y otro para
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Figura 1.6: Geometria propuesta para el AD de la bomba.

0 < 0. Los dos brazos estan conectados en el origen y en la Figura 1.6 sélo se muestra uno
de ellos que aplica para valores positivos del dngulo 6 . La Figura 1.7 muestra dos espirales
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Figura 1.7: Espirales de Arquimedes, (a) con pardmetros B1 =0y B, =1 (b) para B =2y B = 1.

para el mismo valor de 3,, pero con diferente valor de 31, donde se puede apreciar que este
parametro determina el inicio de la espiral. Por lo tanto ; podria usarse como parametro
de disefio para definir el inicio del actuador y B, como el parametro que defina la distancia
entre vueltas que permita reducir el tamafio final del AD.
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1.2 Planteamiento y justificacion del problema

Otra de las razones por las que se eligié la geometria de una espiral es porque permite

convertir directamente movimiento rotacional a movimiento longitudinal. Por estas carac-
teristicas las espirales simétricas y logaritmicas son comunmente utilizadas para fabricar
levas en transmisiones mecénicas y automotores. En nuestro caso, dicha geometria nos evi-
tard colocar etapas adicionales principalmente por la doble funcionalidad del AD, ya que
servird como un recipiente para la insulina y ademas como el actuador que la suministrara.
Otra ventaja de este disefio es, que no se requeriran etapas mecdnicas para la conversion
del movimiento rotacional del motor a movimiento lineal como es realizado en las bombas
comerciales. Estas caracteristicas podrian reflejarse en una reduccion tanto del peso como
del tamaio final del dispositivo, permitiendonos colocar las bases hacia la instrumentacién
de una bomba portétil.
Por otro lado, aunque se gana reduccion en el tamafo del actuador con la espiral selecciona-
da; uno de los principales retos en el disefio del AD mostrado en la Figura 1.6 es comprender
la mecdanica de fluidos en la geometria propuesta. Principalmente porque los requerimientos
en la tasas de dosificacion hacen necesario comprender y modelar la mecdnica del fluido que
se va a suministrar; esto con el fin de poder garantizar un suministro preciso del medica-
mento. Por esta razon parte fundamental del trabajo desarrollado en esta tesis consiste en la
modelacién de la mecanica del fluido, fluyendo a través de este tubo.

1.2.1 Antecedentes: Mecanica de fluidos en tubos curvos de curvatura
constante

Actualmente es bien sabido que en un tubo recto el gradiente de presion es proporcional
a la primera potencia de la velocidad media del fluido [29]. Sin embargo, como se vera mas
adelante, esta relacion no se cumple para tubos curvos. Por esta razén y dada la geome-
tria del AD que en este trabajo es propuesto, resulta necesario modelar los fendmenos y las
caracteristicas de los perfiles de flujo que se desarrollan al usar tubos curvos. Asi, en esta
subseccion se hard una breve revision del estado del arte en lo que respecta al modelado de
la mecénica de fluidos en tubos curvos de seccion transversal circular.
Uno de los pioneros en el estudio exprimental de los pérfiles de flujo en tubos curvos fue
Eustice en 1907 [19]. En sus experimentos, Eustice encontrd que para un determinado gra-
diente de presion, existe un incremento en la resistencia al paso del fluido conforme se au-
mentaba la curvatura de los tubos. Dicha resistencia se refleja por una disminucién del flujo
total pasando a traves del tubo. También encontré que dicho incremento es proporcional al
numero de vueltas de la hélice y a la magnitud del radio de curvatura del tubo. Algo més que
Eustice concluyd, es que no existia una velocidad critica® para tubos curvos andloga a la que
existe para tubos rectos. Incluso descarté que esta ausencia de velocidad critica dependierd
de la deformacion de la seccion transversal del tubo al ser curvado.

Comentarios acerca del modelo de Dean

2 La velocidad critica de un fluido se define como la velocidad minima a la cual el flujo deja de comportarse
de forma regular (Iaminar) y fluye de forma errética, lo que se conoce como turbulencia.
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En el ano de 1927, basado en el trabajo previo de Eustice, Dean [20] obtuvo un modelo
matematico que reproducia cualitativamente la mecanica de fluidos en tubos curvos de cur-
vatura constante. En este trabajo [20], Dean demostré analiticamente que en un tubo curvo la
curvatura de las lineas de flujo de la velocidad axial (en régimen laminar) son proporcionales
al increment6 en la velocidad del fluido. Esto, origina que las trayectorias de la componente
axial de la velocidad cambien su direccion siguiendo la curvatura del tubo. Mds atn, cuando
ésta velocidad se incrementa, las componentes radial y tangencial de la velocidad del fluido
comienzan a formar un flujo secundario, el cual describe dos vortices simétricos en contra
flujo en el plano formado por estas velocidades y que son los responsables del efecto en el
incremento de la resistencia al paso del flujo en un tubo curvo. Estos resultados permitieron
explicar los efectos medidos experimentalmente por Eustice.

Posteriormente en [21], Dean demostré matematicamente la relacion que existe entre el gra-
diente de presion y la velocidad del fluido con la curvatura del tubo. De aqui encontr6 que
dicha relacion dependia de una simple variable conocida hoy en dia como el nimero de
Dean, el cual es una variante del nimero de Reynolds y que viene dado por: K = 2n?(3)
donde 7 es el nimero de Reynolds® y 8 = a/R, es la curvatura del tubo, definida como el
cociente de ’a” el radio de la seccién transversal del tubo y R’ el radio del circulo donde el
tubo es enrollado.

De este segundo trabajo Dean concluyo al igual que Eustice de que no existia una velocidad
critica en los tubos curvos; la razon de esta diferencia decia, se debia a que en un tubo recto
el gradiente de presion necesario para mantener una tasa de flujo dada, es menor que aquel
requerido cuando la velocidad critica es alcanzada. La necesidad de una mayor presion se
debe al cambio abrupto que experimenta el movimiento del fluido. Esto porque en regimen
turbulento el movimiento del fluido tiene componentes laterales las cuales favorecen una
pérdida de energia y de presion. En un tubo curvo, por el contrario, este movimiento lateral
(flujo secundario), ya existe mucho antes de que la velocidad critica sea alcanzada.

En 1929 White [22], midiendo la resistencia al paso del flujo confirmé experimentalmente
la existencia de una velocidad critica en tubos curvos. El determiné que uno de los efectos
provocados por la curvatura del tubo es incrementar la velocidad critica a la cual aparece la
turbulencia. En ese mismo afio, basado en el trabajo de White, Taylor [23] pudo corroborar
usando un haz de tinta la turbulencia en tubos curvos; solo que ésta era mucho mayor a aque-
lla encontrada por Reynolds para tubos rectos. Por citar un ejemplo Taylor encontré en uno
de sus experimentos (& = 1/18) que la velocidad critica a la cual aparece turbulencia es 2.8
veces mayor; que la velocidad critica encontrada para un fluido en un tubo recto sometido al
mismo gradiente de presion y con la misma longitud y seccion transversal.

Posteriormente en los afios 60s y 80s y partiendo del trabajo de Dean, muchos investigadores
se dieron a la tarea de realizar aportaciones, tanto en la obtenciéon de aproximaciones a
las soluciones analiticas del modelo de Dean como a su resolucién nimerica empleando
diferentes métodos numéricos, ademas de proponer diversas geometrias considerando tubos
cuadrados, tubos con seccion transversal ovalada etc. Sin embargo, en todos estos trabajos
siempre se partio de las ecuaciones de Dean y considerando tubos con curvatura constante.
Una aportacién importante en esta area fue dada por Germano en 1981 [24]. Donde obtuvo
un modelo matematico que describia la mecanica de fluidos en tubos helicoidales; es decir

3 Definido por n = 2a(vp/u). Donde p y u son la densidad y viscosidad del fluido, v es la velocidad media
de un fluido circulando por un tubo recto de igual dimension y sometido al mismo gradiente de presion.
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considerando las coordenadas de una hélice con radio de curvatura y torsién constante. En
ese trabajo Germano extendio las ecuaciones de Dean para el caso helicoidal y realizé un
andlisis cuantitativo de su modelo similar al realizado por Dean. De aqui encontr6é que la
torsién de la hélice no influia o no tenia un efecto de primer orden en el movimiento del
fluido, como lo tiene el efecto de la curvatura en el modelo de Dean. En un segundo trabajo
[25], Germano considerd un sistema similar al primero, pero de seccion transversal eliptica;
de estos esfuerzos finalmente encontré una dependencia de primer orden de la torsion con la
mecdanica del fluido para tubos helicoidales.

Por ultimo, considero importante sefialar que en toda esta revision se han resaltado los resul-
tados pioneros de Dean y de Germano, principalmente porque es de estos trabajos de donde
se partird para modelar la mecdnica de fluidos en el AD.

1.2.2 Suposiciones hechas en este trabajo

1. El fluido modelado es de tipo newtoniano, no-compresible y cuyo estado o perfil de
flujo se encuentra completamente desarrollado®.

2. Se considera que el drea de la seccion transversal del tubo no cambia cuando éste es
curvado, y que en caso existir deformacion, €sta puede ser despreciable al no influir 6
incrementar la resistencia al paso del fluido.

3. Las condiciones de frontera se concideran de no deslizamiento en las paredes del tubo;
es decir, que las componentes del vector velocidad en la paredes del tubo es cero
u=v=w=20.

4. Existe una velocidad maxima en la direccion axial (en la direccion del flujo), ademds
de que la magnitud de la velocidad radial y tangencial son similares en el centro del
tubo.

4 Definiendose como el estado en el cudl las velocidades medias del fluido son paralelas a las paredes del
tubo y dependen solo de las coordenadas normales a esta superficie.
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Capitulo 2

Diseino del AD usando la geometria de un
toro y de una espiral

En este capitulo se disefard el AD de la bomba considerando la geometria de un toro y
posteriormente la de una espiral simétrica. El recipiente de insulina del actuador contendra
Iml ~ 1em® de medicamento, que es la cantidad promedio que un paciente diabético tipo 1
puede llegar a requerir durante un dia completo. En este disefio se pretende que el recipiente
sea desechable al momento de que el paciente se haya suministrado el total de la insulina.

2.1 Caso I: Diseno del AD usando la geometria de un toro

Los primeros parametros de disefio encontrados para el AD son el didmetro y la longitud

del tubo. Los cuales se obtienen de la ecuacion del volumen de un cilindro, dada por
L = le (2.1)
Ta

De esta ecuacion se seleccionan las dimensiones del cilindro de tal forma que pueda contener
el volumen de un mililitro (mL) de medicamento. Donde L; denota la longitud del tubo en
milimetros (mm), V; es el volumen a contener en el tubo en milimetros cibicos (mm?) yaes
el radio de la seccidn transversal del tubo en mm. De esta forma una vez fijado el volumen a
contener y el didmetro del tubo se obtiene directamente la longitud del tubo.
Por otro lado, sabemos que la longitud de una curva parametrizada en el plano viene dada
por la siguiente expresion.

h d
Ly = —C(t)|dt 2.2
r=[ g coar 22

donde ¢ € [t,,11] es el pardmetro con el que se parametriza la curva. Para nuestro caso, la linea
central del toro, se toma como una circunferencia de radio Ry y parametrizada mediante el
angulo 0 y dada por la siguiente curva C(0) : (Rycos0, Rrsen6), de tal manera que una vez
calculada la longitud del tubo mediante la ecuacién 2.1 y haciendo uso de la ecuacién 2.2,
se puede obtener el radio del toro mediante la siguiente expresion Ry = ﬁ, donde 6, es
escogido en cero y 0, igual a 21 determinando una vuelta completa de la circunferencia.

El cuadro 2.1 muestra un resumen de los célculos realizados para el disefio del recipiente
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Vol a Diam Long Rr Diamr Re(D=96) Re(D=600) v

mL mm mm cm cm cm Adim Adim m/s
1 1 2 31.83 506 10.1 120.72 754.52 44.30
1 1.5 3 14.14 225 4.50 69.31 433.2 16.95
1 2 4 795 126 2.53 42.59 266.4 7.81

Cuadro 2.1: Parametros de disefio del AD considerando la geometria de un toro.

del AD que podra contener un mL de insulina. Los pardmetros adimensionales denotados
como Re(D = 96) y Re(D = 600) representan los nimeros de Reynolds que se obtienen
al sustituir los valores del radio del tubo a y el radio del toro R en la siguiente formula
D = 4Re( 1%—;{)1/ 2 y considerando un valor de D=96 y D=600. En esta expresién “D” es una
variante del nimero de Dean, que relaciona la constante de McConalogue [27] con el nimero
de Reynolds. Por otro lado, la tltima columna de la tabla representa la velocidad promedio
v dada por la siguiente relacién v = ReY, con v la viscocidad cinemdtica y d el didmetro del
tubo.

Por ejemplo, para el caso en que a = 2mm y Rt = 50.6mm con D = 600, se encuentra que

Didmetro =0.3 cm

Figura 2.1: Disefio del AD usando las dimensiones del toro calculadas en el cuadro 2.1.

el nimero de Reynolds Re = 754.52. Ahora usando este valor, se puede calcular la velocidad
promedio del fluido sustituyendo el valor de v similar a la viscocidad cinemadtica del agua y
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tomando a d = 0.2cm se obtiene una v = 44.30cm /s. Con esto se puede garantizar que para
velocidades promedio en la dosificacion del medicamento menores a este valor no habra
turbulencia. La Figura 2.1, muestra el disefio del AD; donde se ha seleccionado un tubo de
0.3 ¢m de diametro, enrollado en un circulo de 5 cm de diametro. La longitud total mide
14.14 cm y puede contener la cantidad de 1 mL de insulina. Cabe sefalar que al disminuir
el didmetro del tubo (seccion transversal), la longitud del tubo se incrementa. Por ejemplo,
si disminuimos a 2 mm el didmetro del tubo, la longitud del tubo seria de 31.83 c¢m, para lo
cual se requeriria un toro con un didmetro de 10.1 cm. Esto resultaria en un AD grande para
nuestras expectativas de disefio. Por esta razon en la siguiente seccion se procedera a realizar
un nuevo disefio usando una espiral de arquimedes.

2.2 Caso II: Diseno del AD usando una espiral de Arqui-
medes

En esta seccion, se propondra el disefio del actuador usando la geometria de una espiral
simétrica y utilizando los valores de los tubos mostrados en la tabla 2.1. En este disefio,
se selecciond un tubo con 2 mm de didmetro y una longitud de 32.47 cms. Primeramente,
partiremos de la ecuacion 2.3, obtenida en la subseccion A.1.1 del apéndice A, para encontrar
el valor de ”0” que aproxime la longitud de la espiral con la longitud del tubo seleccionado,
de tal forma que pueda contener el volumen requerido.

I 2
Lp = B2 |0(1+6%)2 4 1n(6(1+6%)'/2) ;pl = 31.83cm. (2.3)

Tomado un valor de B; =0y B, = 1, se encuentra que el valor de = 5n/2. La Figura

15 T T T T T T T 7.5

5 A 2.5 1
— —_
= =
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EO — EO* |
= =
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1 I
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-5 B 25} E

L L L f L L L L L
-15 —-10 -5 (o] 5 10 15 20 -7.5 -5 -25

o 2.5 5 10
x=base(cm) x= base (cm)

Figura 2.2: Disefio del AD usando diferentes valores de f,: (a) Con valores de 1 =0y B, = 1. (b) Con
valoresde B; =0y By =1/2.

2.2, muestra el disefio del actuador para diferentes valores de 3, y con B; = 0, es decir todas
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inician en el origen. Donde puede observarse que el parametro 3, afecta la distancia entre
vueltas, pero ademads afecta también a la longitud de la curva. Por ejemplo la Figura 2.2b
muestra el caso donde B, = 1/2, con este valor la distancia entre vueltas es de 7 es decir
3.1416 cm. Como resultado las dimensiones del actuador cambian y quedan de 18 cm de
base x 18 ¢m de altura.
Otra situacion que se observa de estos disenos es que para dangulos menores a /4 la curvatura
de la primer vuelta es mucho mayor al resto de la curva. Asi para prevenir que esta curvatura
complique el arrastre del fluido en el origen por medio del balin, se propone que la espiral
inicie en w/2. Con estos cambios es necesario recalcular la longitud de la curva, la cual
queda de L = [S37" (1+62)'/2d6 = 31.87cm.

La Figura 2.3, muestra el disefio final del recipiente que contendré la insulina; el cual se

éo\
©
L

6.80 cm

6.89 cm

Figura 2.3: Propuesta de disefio del recipiente de insulina.

tiene contemplado sea desechable al momento en que suministre el total de la sustancia.
En esta propuesta y con el fin de reducir el tamafio del AD, se escogi6 un valor de B; = 0
y B2 = 1/2n. La separacion entre vueltas es de 1 ¢m medida desde la linea central del
espiraloide. El didmetro del tubo es de 2 mm, con un espesor de la pared del tubo denotado
por E =1 mm. Con esta dimensiones la separacion entre las paredes del tubo quedan de 6 mm.
La Figura 2.4 muestra el recipiente de insulina acoplado con el micromotor y el balin que en
conjunto conforman lo que hemos denominado el AD. De tal manera que las dimensiones
del actuador quedan de aproximadamente 6.89 cm de base por 6.80 ¢m de altura, con una
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profundidad de 1.5 cm. Cabe sefialar que este actuador tiene la capacidad de contener 1

@

\

= et

Figura 2.4: Propuesta de disefio del AD cuyas dimensiones son de 6.89 cm de base x 6.80 cm de altura x 1.5
cm de espesor.

mL de insulina que equivalen a 100 UL Este volumen fue seleccionado de acuerdo a la
grifica 1.4. En esa gréfica se observa que si la tasa mdxima de suministro fuera continua
y con un promedio de 70 mUI de insulina durante 24 horas, el volumen entregado por el
dosificador seria de 100.8 UI. Pero normalmente las dosis requeridas en la noche por estos
pacientes es mucho menor que esta tasa maxima; por esta razén se considera que el volumen
de 1 mL garantiza el suministro continuo durante 24 horas. Otra razén por la que se eligié
este tiempo de recarga es porque la insulina necesita refrigeracion después de un periodo
prolongado de uso. Para evitar esto se tiene contemplado que el AD posea un aislante que
preserve la temperatura de la insulina al menos durante las 24 horas en que sera dosificada.
Por dltimo es importante comentar que el AD disefiado en este capitulo, s6lo conforma la
parte electromecanica de la bomba y sobre la cual es desarrollado el presente trabajo y que
consiste en la modelacion de la mecénica de fluidos circulando por este AD.

2.2.1 Requerimientos adicionales en el diseno del AD

Otro requerimiento de disefio en el AD es la presion de salida que debe poseer la sustancia
a suministrar. Esta presion debe ser tal que permita vencer la presion arterial tipica de un
cuerpo humano, definiéndose esta presiéon como la fuerza por unidad de 4rea que ejerce la
sangre bombeada por el corazon sobre las paredes de las arterias. El cuadro 2.2 muestra el
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rango de valores de presion arterial en un ser humano y su clasificacién. De acuerdo a estos

Categoria Presion sistélica(mmHg)  Presion diastélica(mmHg)
Presién arterial normal <129 < 80

Presién arterial elevada 130—-139 85—89

Hiperpresion fase 1(leve) 140 — 159 90 —-99

Hiperpresion fase 2(moderada) 160—-179 100 — 109

Hiperpresion fase 3(grave) 180 — 209 110—-119

Hiperpresion fase 4(muy grave) > 210 > 120

Cuadro 2.2: Valores nominales de presién arterial sanguinea.

valores se ha seleccionado, un valor de 210 mm de Mercurio (mmHg), el cudl representa la
presion arterial sistdlica alta, conocida como hiperpresion grave fase 4. Cabe sehalar que
se ha escogido el valor maximo porque, los pacientes con diabetes mellitus algunas veces
presentan complicaciones asociados a hiperpresion. De esta forma con el requerimiento
de la presion a la salida y partiendo de la ecuacidn 3.72 desarrollada en el capitulo III, se
puede obtener una férmula para calcular el gradiente de presion que debemos inducir en el
actuador para lograr que a la salida del mismo se tenga una presiéon mayor a 210 mmHg.
Esta expresion viene dada por.

P =P —R/ Gdo = P. — RGO. (2.4)

Donde P; es la presion de entrada, Pp la presion de salida, R el radio del toro 6 de la espiral
y G es el gradiente de presion que provoca el movimiento del fluido. De tal manera que
fijando Pr, es decir la presion que debemos tener a la salida del sistema y conociendo el
rango de valores de 6 para la longitud de la espiral, que en nuestro caso es de 7/2 hasta
6.37m, podemos calcular la presion que deberd ejercer el balin sobre el fluido a la entrada del
sistema.

2.2.2 Caracteristicas del minimotor seleccionado para el AD

La Figura 2.5 muestra el Mini-Motoreductor (minimotor) de la compafiia “Faulhaber”
que fue seleccionado para conformar la etapa electromecénica de la bomba. Este mini-
motor consta de un decodificador 6ptico, un minimotor de corriente directa y una etapa de
reduccidn que reduce la velocidad angular pero que amplifica el torque de salida del minimo-
tor. El modelo completo de este minimotor es, 1524E012SR + IE2-256 + 15/5 235,067:1 y
corresponde al modelo del motor de CD, del decodificador optico y de la etapa de reduccion
respectivamente. La longitud de este minimotor es de 58 mm, con un didametro de 16 mm,
pesa 51 gr y tiene un torque de salida de 100 miliNewton por metro (mNm). El cuadro
2.3 muestra las especificaciones técnicas del minimotor, donde se puede apreciar que este
minimotor poseé baja inercia y consume solo 11 mA de corriente cuando se encuentra sin
carga y consume 88 mA por cada mNm que se le requiera. Ademads debido a que la etapa de
reduccion es de tipo planetario y con un radio de reduccion de 235,067:1, el motor adquiere
una velocidad angular de 3 mili-Revoluciones por minuto por cada Volt que se suministre al
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58 mm
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15/5 235067:1
3mm 75 =16mm

Figura 2.5: Mini-motoreductor seleccionado para el AD cuyo modelo es 1524E012SR + IE2-256 + 15/5
235,067:1.

Término Simbolo Cantidad Unidades
Voltaje nominal Vi 12 Volts
Resistencia de Armadura R, 12 Ohms
Potencia de salida Poiax 1.75 Watts
Eficiencia €nax 76 Y%
Velocidad sin carga no 9900 RPMs
Corriente sin carga I, 11 mA
Torque My 6.76 mNm
Constante de velocidad k, 840 RPMs/V
Constante contraelectromotriz k. 1.19 mV/RPM
Constante de par motriz ki 11.40 mNm/A
Constante de corriente ki 88 mA/mNm
Pendiente de curva Vel-torque Ay /Ay 1460 RPM/mNm
Inductancia del rotor L 250 uH
Constante de tiempo mecdnica tm 10 ms
Inercia del motor J 0.65 g—cm?
Rango de temperatura de operacion T -30a+ 85 °C
Peso P 21 ar

Cuadro 2.3: Especificaciénes técnicas del minimotor seleccionado para el AD.

motor. La caracteristica principal del enconder dptico es que provee una sefial digital de 256
pulsos por cada revolucion del motor y permite medir tanto la posicién como la velocidad
angular del minimotor. Por estas caracteristicas de tamafio, peso y torque es que este mini-
motor fue seleccionado para conformar el AD. Por otro lado, y pesar de que las dimensiones
del AD resultan adecuadas para nuestros fines, este disefio puede ser optimizado en el sen-
tido de seleccionar el tamano minimo del AD que contenga el volumen requerido pero sin
incrementar el esfuerzo para desplazarlo. Para esto, resulta conveniente modelar la mecanica
de fluidos en el AD que permita en una segunda etapa, simular los perfiles de flujo y calcular
los gradientes de presion requeridos para suministrar las dosis de medicamento.
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Capitulo 3

Modelado matematico del flujo de fluidos
en el AD considerando tubos de
curvatura constante

3.1 Mecanica de fluidos

En este capitulo se desarrollard el modelo matemético que describe la dindmica de un

fluido incompresible que fluye a través de un tubo de seccidn transversal circular. El cudl es
enrollado en un circulo formando un toro.
Para modelar la mecénica de fluidos en este tubo son necesarias las ecuaciones de Navier-
Stokes (N-S), las cuales se obtienen de aplicar los principios de conservacion de masa, con-
servacion de cantidad de momento y conservacion de energia dentro del fluido de interés. En
este trabajo, como no se modelara la transferencia de energia o calor, solo se usaran las dos
primeras, que son la ecuacion de continuidad y la ecuacién de conservacion de momento.

3.1.1 Antecedentes y propiedades fisicas de los fluidos

Los fluidos pueden considerarse como agregaciones de moléculas, muy separadas en los

gases y mas proximas en los liquidos. En el caso de los gases, la distancia entre ellas es
mayor al didmetro molecular, lo que resulta en una fuerza intermolecular débil que permite
un movimiento mas libre de las mismas. En el caso de los liquidos, por el contrario las
moléculas se encuentran mds proximas entre si, resultando en una fuerza intermolecular
mayor, que provoca que la movilidad de éstas disminuya. Este fendmeno se traduce a nivel
macroscopico en una consecuente oposicion al movimiento.
A un fluido se le denomina de medio continuo o no-compresible, cuando la variacion de
sus propiedades fisicas tales como su densidad y viscosidad no varian abruptamente en el
espacio ni en el tiempo; esto significa que espacialmente estas magnitudes pueden conside-
rarse casi uniformes, presentando sélo algunas veces variacion temporal. Por el contrario
en un fluido que es compresible, si existe una variacioén tanto espacial como temporal de
sus propiedades fisicas que lo convierte en un sistema de pardmetros distribuidos y para
su modelado, es necesario recurrir a la teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales y no lineales.
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3.1.2 Clasificacion de los fluidos

Una forma clasica en que los fluidos se identifican y validan experimentalmente; es cuan-
tificando la relacion que existe entre el esfuerzo de corte aplicado y su correspondiente tasa
de deformacion. De esta manera y dependiendo de, si dicha relacion es lineal o no lineal, los
fluidos son clasificados como newtonianos 0 no-newtonianos.

Fluidos Newtonianos: En este tipo de fluidos y en régimen laminar, la tasa de cambio de la
velocidad del fluido es proporcional al gradiente de presion, es decir para un flujo con-
tinuo como el mostrado en la Figura 3.1, se encuentra experimentalmente que al aplicar
una fuerza F en hy, el fluido adquiere una cantidad de movimiento en la direccion de x.
Esta capa del fluido comunica a su vez, parte de su cantidad de movimiento a la capa
adyacente del liquido i.e. de hg a hy; originando que esta capa se desplace en la di-
reccidn de x, de esta manera se tiene asi una transmision de cantidad de movimiento en
x a través del fluido en la direccion del eje y. En este tipo de fluidos como por ejemplo

A
Y Flujo newtoniano
ho h/ ___________ »
h1 | F
) >
—>, du
| T =— MHle—
—> y
» U

Figura 3.1: Transmisi6n de cantidad de momento en un fluido newtoniano.

el agua, se encuentra que las fuerzas internas netas entre capas son proporcionales al
gradiente de las velocidades medias. Esto se puede expresar matematicamente como

du

ay (3.1

Tyx = —U

y establece que el tensor de estrés o esfuerzo es proporcional al gradiente negativo de
la velocidad local donde a u se le conoce como la viscosidad del fluido y se le define
como el factor de proporcionalidad que representa a las fuerzas de friccion internas y
por lo tanto que impiden la deformacién del fluido. Los fluidos que respetan esta ley
de viscosidad de Newton son conocidos como fluidos newtonianos.

Fluidos no Newtonianos: El término no newtoniano se utiliza para clasificar aquellos flui-
dos que no cumplen la ley de viscosidad de Newton, y se expresan matematicamente
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Ccomo.

dv, dvy
Ty = —M (.U, d—y;Tyx> (d_y) . (3.2)

En este tipo de fluidos, el coeficiente de proporcionalidad 1 puede ser una funcién no
lineal 6 una potencia de la tasa de deformacion, e incluso puede ser funcién del tensor
de corte para una temperatura y presion constantes dadas. Algunos ejemplos de estos
modelos son:

Modelo de Bingham: Este modelo viene dado por la siguiente expresion

dv,

—,U()d—y +7Tp, si "ny‘ > T0.
Tyx = dvy . (33)
o= 0, si |Tye| < To.

Ejemplo de fluidos que obedecen esta relacion son las pastas y algunas suspensiones
Modelo de Ostwald de Waele: Este modelo viene dado por la siguiente expresion

dvy,. 1 (dv
ryx:—mld—yxl” l(d—y) (3.4)

al cual también se le conoce como ley de la potencia de la viscosidad, porque para
n = 1, éste modelo se convierte en la ley de la viscosidad de Newton. Cabe men-
cionar que la mayoria de estas relaciones han sido deducidas mediante ajuste de las
curvas obtenidas experimentalmente al caracterizar determinado fluido en condiciones
de temperatura y presion constantes; y son validos, s6lo en un determinado rango de
la tasa de deformacién. Por lo tanto al emplearlos es importante conocer los valores
de los paramétros bajo los cuales fue obtenido el modelo.

Cabe sefalar que, a pesar de que la insulina pudiese comportarse de acuerdo a la relacién
dada por 3.4, en este trabajo se considera que el fluido a ser modelado es de tipo newtoniano,
es decir que cumple con la relacién dada por 3.1.

3.2 Modelado del flujo de fluidos en el AD

Cuando un fluido fluye a través de un tubo curvo; la resistencia deja de ser proporcional
a la velocidad media del fluido en velocidades mucho mas pequefias que para tubos rectos.
Como ya se comentd en el primer capitulo, el primero en dar una aproximacion analitica de
este problema fue W. R. Dean [20], [21]. No obstante que el modelo propuesto por Dean
aplica para tubos con curvatura constante, aqui sera usado para dar una primera aproximacion
al modelado del fluido circulando por el AD. De esta forma suponiendo una distancia de se-
paracién entre vueltas lo suficientemente grande (3, >> 1), se puede aproximar secciones
de la espiral, por medio de toros de curvatura constante como se muestra en la Figura 3.2.
Asi, partiendo de esta suposicion, se obtendrd el modelo considerando cada vuelta de la
espiral como si fuera de radio constante "R’ y que se puede aproximar por medio de las
coordenadas de un toro del mismo radio. Para esto partiremos del modelo de Dean', pero en
este capitulo dicho modelo seréd extendido al caso de fluidos newtonianos compresibles en
estado no desarrollado.

1 El cual aplica para fluidos newtonianos, incompresibles y en estado completamente desarrollado.
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Figura 3.2: Geometria del AD aproximado por un toroide: (a)Vista superior de AD. (b) Vista en 3Ds de un
segmento del tubo.

3.2.1 Sistema coordenado usado en el modelo de Dean

La Figura 3.3 muestra el sistema de coordenadas usado por Dean, y que permite mode-
lar la mecanica de fluidos en las coordenadas de un toro. En este sistema coordenado, la
superficie de un tubo de seccidn circular (anillo) es enrollado en un circulo de radio ”R”. El
eje del circulo en el cual el tubo es enrollado es "OZ”. ”C” designa al centro de la seccion
transversal del tubo en el plano "COZ” y que forma un dngulo 0 con respecto al plano axial
fijo ”XOZ”. ”OC” es el radio del toro. El plano ”XY”” que pasa por "OC” y que corta al tubo
a la mitad, es llamado el plano central del toro. Y al circulo trazado por ”C” al girar alrededor
de ”OZ” se le conoce como la linea central del toro. La posicion de cualquier punto P en
la seccién del tubo estd dada por las coordenadas ortogonales (r,o,0). Donde r”” denota la
distancia del punto al centro del tubo, o es el dngulo que se forma con respecto a el eje CZ; y
0 corresponde al angulo formado por el plano fijo ”XOZ” y el plano que pasa por la seccion
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Figura 3.3: Sistema de coordenadas toroidales, usado por Dean: (a) Vista geométrica. (b) Marco del sistema
coordenado.

transversal del tubo es decir el plano "COZ”. Donde el radio de la seccion transversal del
tubo es a.

La velocidad que puede adquirir cualquier punto P al ser sometido a un gradiente de presion,
es denotado por el vector velocidad i, cuyas componentes vienen dadas por (u,v,w). Donde
u sin flecha es la componente de la velocidad en la direccién CP (radial), v es la componente
de la velocidad en la direccién tangencial (perpendicular a u) y que se encuentra en el plano
de la seccion transversal del tubo (anillo). Por dltimo w es la velocidad axial, perpendicular
al plano formado por u, v y que sigue la direccién del flujo.

Para obtener la relacidn entre coordenadas toroidales y cartesianas se procede de la siguiente
forma:

1. El punto ”P” en la seccidn transversal del toro esta determinado por las componentes
g1 =rsindly g2 = rcosQ.

2. En seguida proyectando el punto ”P” en el plano central del toro, se puede determinar
la posicion de la seccidn transversal del tubo en sus componentes cartesianas dadas
porx= (R+¢q;)cosOyy=(R+q)sin6.

3. De donde al sustituir el valor para g; y observando de la Figura 3.3b que z = ¢», se
encuentra que la relacién entre coordenadas toroidales a cartesianas viene dada por las
siguientes expresiones.

x = [R+rsinajcos6, (3.5)
= [R+rsinasin®,

Z = rcosdq,
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conR=cte,r>0,0<a<2n,y0<06<2x
Derivando la posicién del punto arbitrario ”P” con respecto al tiempo, se obtiene la velocidad
del punto ”P” cuyas componentes vy, vy, v, vienen dadas por:

dx . .

Vy = il V,sinalcos 0 4 vy cos0Lcos 0 — vgsin O, (3.6)
d . . .

vy:d—); = V,s8in0sin O+ vy cosasinO + vg cos O,
dz )

v, = i V,COS Ol — Vg, SIN QL.

Donde v, = %7\/& = r‘fi—‘;‘,ve = (R+rsin Oc)%, denotan las velocidades angulares en la di-

reccion radial, tangencial y axial, respectivamente. Haciendo un cambio de notacion en las
velocidades con u = v,,v = vy, w = vy, la ecuacion 3.6 se expresa de la siguiente forma.

Vy = usinocos®+vcosacos® —wsin0, 3.7
vy = usinosin®+vcosasin® +wcos0,
Vv, = vcoso—vsindQ.

Por otro lado y a partir de la ecuacion 3.5 se puede obtener la transformacion de coordenadas
cartesianas a toroidales, la cual viene dada por las siguientes expresiones.

P = (@A) R G9)
o = cos_](g),
.
— tan— (2
0 = tan (x)

Donde R =cte ,—1 < f <1,—e< % < oo. Una vez que se tiene la relacion entre coordenadas
cartesianas y toroidales, es posible calcular la métrica en coordenadas toroidales para de esta
manera poder deducir los factores de escala en este nuevo sistema curvilineo. Los detalles
de la obtencién de la métrica y la obtencién de los factores de escala son dados en apéndice
A, seccion A.2.

3.3 Extension al modelo de Dean: Partiendo de las ecua-
ciones de Navier-Stokes libre de coordenadas

Las ecuaciones generales de Navier Stokes describen la variaciéon de las propiedades
fisicas de cualquier fluido tanto en espacio como en tiempo. En esta seccion se muestra el
procedimiento para obtener las ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas toroidales, y
que representan una extension del modelo de Dean. Cabe mencionar que el modelo de Dean
modela matemdticamente la dindmica de un fluido de tipo newtoniano, estacionario y no-
compresible para tubos de curvatura constante y el aqui obtenido generaliza el modelo para
el mismo tipo de fluido al caso no estacionario y compresible.

Para realizar dicha extension, partiremos de las ecuaciones de N-S en su forma vectorial.
Para esto, usaremos las operaciones elementales del producto escalar y producto cruz entre
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campos escalares y vectoriales definidas en el Apéndice A, donde también se describe la
forma en que son obtenidos el gradiente de un campo escalar, la divergencia y el rotacional
de un campo vectorial, asi como la métrica de estos sistemas coordenados.

3.3.1 Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad, se obtiene de un balance de conservacion de materia que
relaciona la tasa de acumulacion de materia con la tasa de entrada y salida de materia como
se muestra en Figura 3.4. Aplicando este principio al fluido se puede obtener la ecuacién de

Vel. de acumulacion Vel. de entrada Vel. de salida de
de materia = de materia materia

Figura 3.4: Principio de conservacién de materia.

continuidad en coordenadas cartesianas y que viene dada por

1D
——p—l—V~ﬁ:O, (3.9)
p Dt

donde el operador D/Dr denota la derivada total 6 sustancial de cualquier cantidad escalar o
vectorial y i es la velocidad del fluido. En general si la densidad del fluido es funcién tanto
de las coordenadas espaciales como del tiempo p(z,x,y,z), entonces la derivada sustancial se

expresa comao:

Dp dp dp  dp  dp Ip
E—g‘{‘ua‘*—va—y—Fwa—Z—g

Por otro lado, se dice que un fluido es incompresible siguiendo el movimiento si Dp /Dt = 0.
Asi, considerando esta condicion se tienen dos implicaciones; de la ecuacion 3.10 se tiene

+ii-(Vp) (3.10)

que %—‘; +1i-(Vp) =0, y de la ecuacién 3.9 se tiene que el gradiente de la velocidad debe
ser cero. Ahora si se considera que el fluido es homogeneo, es decir que su densidad no
varia espacialmente, entonces, la ecuacién de continuidad queda de la siguiente manera.
(V-ii) = 0. De esta forma partiendo de la ecuacion para la divergencia de un campo vectorial
en coordenadas curvilineas, obtenemos la siguiente expresion para la divergencia de

1 ahqheur + ahrheua + ahrhaue
hyhohe or oo 00

De aqui sustituyendo los factores de escala para C-T y que vienen dados por h, = 1, hy =
r, hg =R+ rsino = R, se obtiene

V.i— (3.11)

Vi =

1{8(1’1%) I(Rv) (VW)} (3.12)

R\ or oo e
Que después de realizar los calculos correspondientes se llega a la ecuacion de continuidad

en coordenadas toroidales, para un fluido compresible y homogeneo.

L, Ou u sinou 1dv vcosat 1ow
Vii=—+ = =— = =

Ly S I ST 3.13
or r+ R +r8(x+ R +R89 ( )
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3.3.2 Ecuacion de momento

Partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes para la conservacion de momento en su
forma general y libre de coordenadas se tiene.

g_u_[”X(qu)H Iv-a) - (3.14)

—%Vﬁ+ %vV(V-ﬁ) +V[V(V-id) =V x (VX il)] +%Zpsﬁs.

Donde i es el vector velocidad y ”v” la viscosidad cinématica. Ahora considerando un
fluido incompresible, por la ecuacion de continuidad se tiene que la divergencia de i es cero,
es decir que V - i = 0 entonces la ecuacion de momento queda como.

%_[uxwxum;w i) = (3.15)

1
—EVP V[V x (V xii)] Z
N

De esta ecuacion se obtendrdn las tres componentes de la ecuacién de momento, en la di-
reccion radial, tangencial y axial. Para esto primeramente desarrollaremos los términos del
lado izquierdo de la ecuacion 3.15 y posteriormente se obtendran los términos del lado dere-
cho de la ecuacion para cada una de sus componentes.

3.3.3 Ecuacion de momento: Direccion radial

La ecuacion 3.16 muestra la componente radial de la ecuacion de momento, donde se
calcularan primero los términos del lado izquierdo y posteriormente los del lado derecho.
Esto con el fin de ilustrar de manera sistematica su deduccion.

B—ﬂr—[z‘ix (V x )], + BV(&’-&)L: (3.16)

_EWBL_V[VX (V x )], +{ pr?] :

Términos lado izquierdo:
El primer término del lado izquierdo de la ecuacién 3.16 queda

oii Ju, du
—],==L== 3.17
[at] Jat ot G-17)
El segundo término del lado izquierdo de la ecuacion 3.16 viene dado por
[ x (Vxid)], =uq(Vxid)g—ug(VxXi)q. (3.18)

Donde las componentes tangencial y axial del rotacional del vector #, son obtenidas como
en la seccion A.3 del apéndice A y vienen dadas por

1 Ohgug  Ohu,, 1 ,0rug duy

Ve = ~ 3 )~ 7 30 (3.19)
1 Ohu, OJhgug, 1 du, dRug
(Ve = 1o (e — 5, ) = 5% ~ o
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De aqui sustituyendo 3.19, en la ecuacién 3.18, se llega a

dug U2 Uy Ou
ix (Vi) =ug—=+-2 - =L — 3.20
[iZ x (V x ii)], Ua— =+ =" =m0 (3.20)
0 0 ino
ue Uy tup e Ug 5 S1N
R 00 or
El tercer término del lado izquierdo de la ecuacion 3.16, queda de la siguiente forma

AV, = 22

5 ur +u + uf) = (3.21)

Ea_[ r
8 dulg, aue
a LUy —— 3 ® 4+ Ug—— P
Por lo tanto, sumando los primeros tres términos del lado izquierdo y designando las com-
ponentes de la velocidad & = (u,v,w) se tiene.

ou du VvV vou wou ,sind

— _——— —=— — ~ 3.22

at+uar r+r80c+R89 v R ( )
Ahora obtendremos cada uno de los términos del lado derecho de la ecuacion 3.16.
Términos lado derecho:

Comenzando por el primer término del lado derecho se tiene
1 Bl _ 1 oP
p " por
Para obtener el segundo término del lado derecho de la ecuacién 3.16, empleamos la ecuacion
A.23 y designando a A = V X i, se tiene
— 1 a A a —
(Vx(Vxi),= 7 {aoc [R(V x il)g] — 3 —[r(V x u)a]} , (3.24)

de donde al sustituir las expresiones para (V x id)g y (V X ii)q, dadas por la ecuacién 3.19,
se llega a

(3.23)

(Vx (Vxii),= (3.25)

1 (RO [0(ruy) Ou, d(rug) Ou, 0 Ou,. O(Rug)
7{ [ or 8&}+COSO{ 5 3] 7|3 e ]

Rr\roa| or o
El tercer término del lado derecho, se obtiene considerando que la unica fuerza externa que
actua sobre el sistema es la fuerza de gravedad y por lo tanto

1 o
|:EZPYFY1 = P18 (326)

donde p; = ps/p y g es la componente radial de la fuerza de gravedad. Finalmente susti-
tuyendo estos tres términos en el lado derecho de la ecuacion 3.16 y reagrupando términos
se obtiene la expresion del lado derecho de la componente en r dada por

10P V[l ov N 1ov 1 82u+cosocav+cosocv
p or roodr r2do. rrda:? R dr  Rr
cosoudu 1 0*u 1 ow  sincow

R du 290 Roor R a0 P

(3.27)
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3.3.4 Ecuacion de momento: Direccion tangencial

Partiendo de la ecuacion 3.28 para un fluido incompresible obtendremos la componente
tangencial de la ecuacion de momento, es decir en la direccién de «.

B_ﬂ (Vi BV(ﬁ- ﬁ)} - (3.28)
—[%VﬁL—v[Vx(an { ; ]

Términos lado izquierdo:
El primer término del lado izquierdo viene dado por:
oii dug 0v
= =2 = 3.29
e =% — % (3:29)
Al utilizar la ecuacién A.23 y siguiendo un procedimiento similar al realizado para obtener
la componente en la direccion radial se obtiene la expresion para el segundo término del lado
izquierdo

[ x (Vxid)]o=ug(Vxid),—u(Vxi)p. (3.30)

Donde .
1 Ohgug Ohquy, 1 d(Rug) 9(ruq)

e\ 90 90 ) Rr dw a0
y (V xii)g viene dado por la ecuacion 3.19. De esta manera sustituyendo en 3.30 y realizando
las derivadas respectivas se llega a

(V x i), = (3.31)

ug dug u% COSOL  ug Outg

UX (Vxi)|g=— — — — — 3.32
i (V x i)y = 250 + BR2 o (332
Oug,  Uplly, Uy Oy
Up—— — —.
r r r do
El tercer término del lado izquierdo queda de la siguiente forma
| 10
[EV(M ‘i) = 2_8_[ g + g+ ug) = (3.33)
8 r dug, o dug
u .
“a "0 T "0

De igual forma sumando los primeros tres términos del lado izquierdo y designando las
componentes de la velocidad # = (u,v,w) se obtiene la expresion para la componente o del
lado izquierdo.
dv v uv vadv wdv  ,cosO
—tu—+—+-—+Fz=—Ww—F. 3.34
o Yt e ke Y TR G:3
Términos lado derecho:

Con un procedimiento similar se obtienen las expresiones para cada uno de los términos del
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lado derecho de la ecuacion 3.28.
Comenzando por el primero de ellos tenemos.

1. 1 oP

[—VP|y

Para obtener el segundo término del lado derecho, empleamos la ecuacién A.23 nuevamente
y designando a A =V X i, se tiene

(V x (Vxﬁ)a:%{%[(Vxﬁ),]—%[ﬁ’(Vxﬁ)e]}, (3.36)

de donde al sustituir los valores para (V x i), y (V x ii)g, en la ecuacion 3.36, se llega a

(Vo (V x o = 556 | 2= =50 —r o (3.37)
0 y 10(ruq) 1duy

ﬁ[ (r or raoc)]}'

1.0 [ia(éue)_ aua} B

Una vez realizadas las derivadas correspondientes y reagrupando términos llegamos a la
expresion para el segundo término del lado derecho de la ecuacion 3.15, en su componente
o, dada por

(Vx(Vxi)e= g 5000 @ o0 068 ror 2 (338

1 du 1 Ju sinadv sinoy sin0ldu  cosoL ow

roroa Roo R or B T Rroa R 98

El tercer término del lado derecho se obtiene, considerando que la unica fuerza externa que
actua sobre el sistema es la componente tangencial de la fuerza de gravedad y por lo tanto

1 o
[—Zpsm} = Piga, (3.39)
p5 5

donde p; = ps/p y gu €s la componente tangencial de la fuerza de gravedad. Finalmente
sustituyendo estos tres términos en el lado derecho de la ecuacion 3.28 y reagrupando términos
se obtiene la expresion del lado derecho de la componente en o dada por

_11@ V[ia_w_i&_&_l@_ki_k (3.40)
Rro0oa. R200 002 ror r? '

1 du 1 du sinodv sinovy sin0ldu  cosoLow

Jod0 P2ao B o B | Aroal &2 op) Pige

3.3.5 Ecuacion de momento: Direccion axial

Partiendo de la ecuacion 3.41 para un fluido incompresible obtendremos la ecuacion de
momento en la direccion de 6, es decir en la direccion del flujo 6 también llamada direccion
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axial

dii 1
{—ul — [ x (Vxid)]g+ {—V(ﬁ- ﬁ)} = (3.41)
ot | 2 0
(R . 1 -
— {—VP} — V[V x(Vxiu)lg+ [—Zpst] .
P 0 P 0
Términos lado izquierdo:
El primer término del lado izquierdo viene dado por:

ol dug Ow

[5]6 =3 T (3.42)

El segundo término del lado izquierdo se obtiene al utilizar la ecuacién A.23, y siguiendo un
procedimiento similar al realizado para obtener la componentes anteriores se llega a

[ x (Vxi)]g=ur(Vxil)q—ux(V X (3.43)

donde (V x i), y (V x i), vienen dados por la ecuacién 3.18. De esta forma sustituyendo
en la ecuacion 3.43, se llega a

1 0(Rug) 9(rug) 1 ,0u, ORug
V xi)g=u, |+ — — (= ——=)|- 3.44
(Voxio=ur |5 =50 ~ a0 | (76 o (G.44)
Que al realizar las derivadas correspondientes se llega a
R . U ou,  UyUgSino dug
\% = oo —Up—=— — 3.45
i (VDo =% 5g R "or (343)
Uy Ol UgllgCOSOL Uy Ollg,
r o R R 06
El tercer término queda de la siguiente forma
| 1 0
[EV(u-u)]e = ﬁ%[uz—kué—l—u%] = (3.46)

u, ou, N Uy Ol Ug Ollg

Rdo® R 00 R 00’
Asi, sumando los primeros 3 términos del lado izquierdo y designando las componentes de
la velocidad i = (u,v,w) se obtiene la expresion para la componente axial del lado izquierdo.

8w+ 8w+uwsina+v8w+w8w COS OLvw (3.47)
~_ U— - A~ -5 _ AN~ ~ . .

ot or R roo. R 00 R

Términos lado derecho:

De igual manera, se procede a obtener las expresiones para cada uno de los términos del lado
derecho de la ecuacion 3.41.

Comenzando por el primero de ellos tenemos.

1= 1 oP
—VPlg = —=. 3.48
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Para obtener el segundo término, empleamos la ecuacién A.23 nuevamente y designando a
A =V X u, se tiene

[V x (Vxﬁ]ez%{%[(Vxﬁ)a]—%[wxﬁ)r]}, (3.49)

que al sustituir los valores para (V x i), y (V X ii)q, en la ecuacion 3.49, se llega a

. 1.0 [1,0u dRug
v (7 xilo= 15 |G - 5] -
0 1 o(Rug) 9(rug)
@[ﬁ_r 3a a8
De tal manera que al realizar las derivadas correspondientes y reagrupando términos llega-
mos a la expresion del segundo término del lado derecho de la componente en 0, dada por

. 1 du 1 du Pw 1ow w
VoVl = p5a6 e o ror R G0
1 dv 1 *w sinoou sinodw cosaow  coso.,dv
rdadd o’ R R or Rr du R 90
El tercer término para la componente axial de la fuerza de gravedad viene dada por

(3.50)

1 -
{—Zpsm} = P18, (3.52)
p S o

donde p; ya ha sido definido anteriormente y gg es la componente axial de la fuerza de
gravedad. Finalmente sustituyendo estos tres términos en el lado derecho de la ecuacion
3.28 y reagrupando términos se obtiene la expresion del lado derecho de la componente en
o dada por

1 oP 1 du 1 du 9*w 1low w

ok Roe e a2 rar el O

1 ov 1 ®w sinoldu sinoLow cosCow  coSOL v

70006 7002 R 8 R o ke oo R on  PIse
Por dltimo haciendo un resumen de todas las expresiones para cada una de las componentes
de la ecuacién de momento se obtiene, junto con la ecuacion de continuidad, el modelo de
Dean que aplica para fluidos compresibles fluyendo a través de tubos con curvatura constante
y seccion transversal circular.

ECUACION DE MOMENTO
Direccion Radial:

2 2
ou Jdu vou w u v w*seno. 0 (P) (3.54)

ot u§+;£+R+rsena%_7_R+mena T or E

—V[ 114_& Q_}_K_la_u _
roo. R+ rsena or r roo

1 82_u N 1 ow N senol a_w I+
(R+ rsenoc)z 002 R+ rsenc \ d00r R+ rseno. 00 P18
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Direccion Tangencial:

@+u@+zﬁ+—w Q_ﬂ_—wzcosa :_li (E) (3_55)
ot dr rodo. R-+rsentd® r  R-+rsenq roo \ p
—|—V[< 1 &) B 1 ow N cosal a_w
(R+ rsenoc)z 002 r (R + rsena.) 00,00 (R+ rsenoc)z 00
+ (i+ﬂ) (@j&—l%)] + P18
or (R+rsenat) ) \or r roda
Direccion axial:
ow  dw vow  uwsend, YW Cos ol w ow 1 o (P
o Tt R+rsenc. R+ rseno * R+rsencd® R+ rsenc.d® <E>3’56)

] i_’_l a_w+ wsenol +i82_w_li wcos ol
or r) \or (R+rsen) r2 002 roda \ (R+ rsen)
_ i + l ;a_u _ li ;@ ] +
or r) (R+rsena) 00 roda \ R+ rseno.d0 P1go-
Ecuacion de continuidad

L, Ou u sinowu 1dv vcosa 1ow
V'M:_+_+ A~ A -

SO, Sy veosd, D9 . 3.57
ar r R +ra(x+ R +R89 ( )

3.4 Extension del modelo al caso de fluidos compresibles

Como se comentd en la seccion anterior, el modelo de Dean es obtenido considerando
un flujo no-compresible. En esta seccion se desarrollardn los términos adicionales que com-
pletan los modelos reportados por Dean [20] y Berger-Talbot [26], para el caso de fluidos
compresibles.

Para considerar el caso de un fluido compresible es necesario considerar la ecuacién de con-
tinuidad general y para el caso de la ecuacion de momento se debe partir de la ecuacién 3.14,
en este caso el término $V[V(V -ii)] no es cero y debe ser considerado en el modelo.

3.4.1 Ecuacion de continuidad fluido compresible

La ecuacion general de continuidad que describe el caso de un fluido compresible viene
dado por la siguiente ecuacion; donde se considera que no existe transformacion de materia.
Dp

E+p[(V-ﬁ)] =0. (3.58)

Ahora suponiendo que la densidad del fluido es una funcién tanto del tiempo como de las
coordenadas espaciales, es decir que p = p(¢,r,a,0), entonces se tiene que la ecuacion de
continuidad viene dada por:

op(t,r,o,0) %+Z+sinau+1ﬁ+vcosa+la_w

ot or r R r oo R R 06
op(t,r,,0) vap(t,r,0,0) w  op(t,r,o,0)

u or + r oo * R+ rseno. 00 =0.

+p(t,1,0,0)] ] (3.59)
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Donde se han colocado las tres componentes en la misma ecuacion.

3.4.2 Términos adicionales de la ecuacion de momento: Fluidos com-
presibles

DIRECCION RADIAL: Primeramente obtendremos el término adicional en la direccién
radial, para esto tenemos

1 ~ 1 o -
gv[V(V )]y = gva—r(V “U)p. (3.60)
Donde la divergencia de # en la direccion de r viene dado por
1 1 0 (1 0(rRu, ORug (rug)
vV, =-v—"~2 — ) 3.61
vVl =3V, {Rr[ o T oa T e (5.61)
Al realizar el desarrollo de la divergencia de i se tiene
1 1 0 [du, sino ur 1duy cosa 1 dug
—VVV-_) r:—V— - —X= Ur — —_—— — ol BB 362
3[( ) 38r[8r+Ru+r+raa+Rua+R89 (3.62)

Donde al efectuar los célculos correspondientes y designando las componentes de la veloci-
dad i = uy,uq,ug) = (u,v,w), se llega a

:lv[az_u+sin(x%_sinzocu+la_u_i+l v
3 "or? R or R2 ror r’  roroa
1 dv  cosadv sino.cosO 1 ow  sinaow
e R o R TRoee R a0

%V[V(V i), (3.63)

DIRECCION TANGENCIAL: Partiendo de la definicién del operador V aplicado a un vector
se tiene que la componente en la direccion de o, para el término adicional viene dado por:

1 1 0 [du, sina ur 10dug coso 1 dug

=V|V(V-ii)|g = zv=— — —t ==+ —F == |- 3.64

VYV Dle= v o TR YT Traa TR et Rae (5-64)

Realizando las operaciones necesarias se llega a

1 1 .1 Ju sincdu sinccosa 1ou 1%

=V|V(V-ii)|q = =V|[— —— — ~ S—+ == 3.65

3 VY-l 3 [ra(xar—l— Rr da R2 ”+r28a+r28a2+ (3.65)
coso dv  cos> 0L 1 ow  cosadw

B oo & ' Throode & 90

DIRECCION AXIAL: Siguiendo con el tercer término del operador V aplicado a un vector
se tiene que la componente en la direccion de 0, para el tltimo término adicional viene dado
por:

1 1 0 [du, sina u, 10ug coso 1 dug
“VIV(V-i)]o = ~Ver SR A TP 3.66
VD=3V 15 T F T e TR et e (3.66)
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Realizando las operaciones necesarias se llega a la expresion final para la tercera componente
en la direccion axial

1 1 du sinokdu 1 odu 1 ov cosoudv 1 0*w

1
- V V'_’ — = A N A~ T A~~~ A N~ T AN A~ T AN~ ~ A~ ~ A 3.67
VYV Ble =3V | 5 5630 T A2 96 " Rroe T rhoean T 22 96 2 oe | CO7

Estas ecuaciones junto con las obtenidas en la seccion anterior, completan el modelo de Dean
para el caso de un fluido compresible.

3.4.3 Solucion analitica al modelo de Dean simplificado

El modelo de Dean ha sido obtenido considerando las suposicion de la ley de Hagen-
Poiseuille, descrita en la subseccion A.3.1 del Apéndice A, pero afiadiendo algunas simpli-
ficaciones en la geometria del tubo, se puede obtener una solucién analitica. Por ejemplo,
se parte de la suposicion que el radio de curvatura 8 = a/R, es pequeiio es decir 8 < 1.
La ecuaciones 3.68 y 3.69 muestran el modelo de Dean simplificado y sobre del cual Dean
proporciond una solucidn analitica. La ecuacion de continuidad viene dado por:

ou u 1dv
o> ;—F;%—O, (3.68)
y las ecuaciones de momento por
du v vou sinow? oP Vv o
‘7T R orp raa® (369
Q+E+XQ_M — _1164_\;2(&)
“r T T o R ~ rdap  or >’
ow vow _ 100P )
u;—f—;% = —E%E—FV[VI(W)].
Donde
ov v 1du
I T A 70
9P 10 19

Vi = (3.71)

o T rar T Raa

De acuerdo a las suposiciones de que el flujo es de tipo Hagen-Poiseuille, se puede partir
de que el vector & = (u,v,w) es independiente del angulo 6. Bajo estas consideraciones se
puede deducir de la tercera ecuacién de momento 3.69 que

1 [OP

o7 2690 =0Ai(n )+ falrcr). (3.72)

Donde f>(r,a) es una constante de integracion que depende de las coordenadas polares de
la seccion transversal del tubo. Por otro lado despejando la presién de la primera y segunda
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ecuacion de momento, se tiene

S0 = L)+ Alra) (3.73)
T R R ) (374

Ahora derivando la ecuacion 3.72 con respecto ary a o

Jd P 0 0
E(ﬁ) = eg[fl(rﬂ)]‘l‘g[ﬁ(no‘)], (375)
Jd P 0 0
sor) = Osglh(nal+ selhtnal (3.76)

observamos que fj(r,a) debe de ser una funcién constante y por lo tanto de la ecuacién
3.72 se deduce que el gradiente de presion a lo largo de la linea central del toro permanece

sin cambio. En otras palabras, —%% (g) = %. A la cudl se le conoce como el gradiente

de presion media y es igual a la tasa espacial de decremento en la presién a lo largo de
la linea central del toro. Por otro lado si reagrupamos la ecuacion de continuidad tenemos
%[%(ru) + g—&] = 0, de donde al despejar a u 6 v en funcidn de la otra obtenemos.

__ 9 __9f5(na)
ru = —ﬁ/\/d}"— —T, (377)
_ 9 _ 9fs(r,a)

Donde f5y fs son funcién sélo de las coordenadas polares, por la suposicion del flujo desa-
rrollado. De esta forma, sustituyendo a u y v en las ecuacion 3.69 y eliminando la presion de
la primera y segunda ecuacién de momento, solo quedan dos ecuaciones con dos incognitas.

of 0 9df 0. _,, 2w ow . odw, 4
(@g—gﬁ)vlf—f— E(FCOSGE—SIHQE) = Verf, (379)
1, dfow dfdw, ’
;(Eﬁ - @g) = G/p+VvViw,

donde V1 = (V?)2. La ecuacién anterior puede colocarse en forma adimensional, definiendo
las siguientes variables f = vy, W = Wow, r = a(, de donde 3.79 queda

¥ Ay d oW oW

<£i — a_Cﬁ)V%\lH_KW(CCOS oca—z; — sinocw) = VrV‘llw, (3.80)
1 oyoWw odyow 2
E(B_CW_EB_C) = B+vViW.

Una vez que se obtienen estas ecuaciones adimensionales, se procede a desarrollar las fun-
ciones de flujo Wy W en series de Fourier y mediante las condiciones de frontera se pueden
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determinar los coeficientes de la serie. De tal manera que al reagrupar términos se obtiene
una expresion analitica para las tres componentes de la velocidad dadas por:

u/Wo = [nasino(1—r*)*(4 —r*)] /288R, (3.81)
v/Wo = [nacoso(1 —r?)?(4—23r> +7r%)] /288R, (3.82)
3rsend.
— (12— 3.83
W/W() ( r )[ AR ( )
nzrsenoc

TI550R (19 =212 +97* — %)),

donde W, tiene dimensiones de una velocidad y usualmente representa la velocidad media
axial del fluido circulando por el tubo. Para el caso de tubos con 8 < 1, se asume que esta
velocidad se encuentra cercana a r = 0. En estas ecuaciones n = Aa® /v, con "a” el didmetro
del tubo, Vv la viscocidad cinematica y ”A” siendo una constante. La Figura 3.5 muestra
el flujo secundario formado en la seccion transversal del tubo, donde puede verse que la
principal caracteristica de este flujo es que forma dos vortices simétricos en contraflujo,
los puntos de estos vortices, segun el trabajo de Dean [20] vienen dados por los puntos
(r=0.429a,00 = 0) (r =0.429a,0. = 1) y que estan marcados con cruces. Cabe mencionar
que en este modelo el 4angulo o es medido en contra de las manecillas del reloj con respecto
al eje perpendicular al plano central del tubo y paralelo al eje OZ del sistema coordenado

discutido en la seccién 2.2.1. Una conclusion interesante que se encontrd en este estudio

Figura 3.5: Flujo secundario desarrollado en la seccién transversal del tubo.

analitico fue que dicho movimiento secundario provocaba una reduccién en el gasto fluyendo
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a través del tubo. Por lo que la pregunta obligada era en que porcentaje se disminuia y si
este fendmeno dependia de la curvatura o de la magnitud del vector velocidad. Tratando de
responder estas preguntas en su segundo trabajo Dean pudo obtener una relacion que daba
una medida de la razon entre el gasto total fluyendo a través de un tubo curvo entre el gasto
fluyendo a través de un tubo recto de las mismas dimensiones y sometido al mismo gradiente
de presion

K K 4
Fo/Fy = 1= (55)*(:03058) + (2=2)" (.01195). (3.84)

Por ejemplo usando la ecuacién 3.84 para el caso de Dean en que K = 575, F./F; = 0.98137,
el flujo volumétrico total que pasaria por este tubo curvo se reduce en 1.2 porciento del
valor total que pasaria por un tubo recto, con las mismas dimensiones y sometido al mismo
gradiente de presion.

Por esta razon consideramos importante modelar la mecédnica de fluidos en el AD propuesto.
Principalmente porque, se tiene contemplado en una etapa posterior a este trabajo simular los
perfiles de flujo del fluido circulando por el AD; para de esta forma poder cuantificar en que
porcentaje se decrementa el gasto y poder tomarlo en cuenta al momento de la dosificacion.

3.5 Discusion acerca del Capitulo I1I

En este capitulo, se extendieron las ecuaciones del modelo de Dean que describen, bajo
ciertas suposiciones, la mecénica de fluidos en tubos curvos de curvatura constante al caso
de fluidos de tipo compresible. Este modelo puede ser aplicado para simular tanto fluidos en
fase liquida como gaseosa y por lo tanto constituyen una generalizacion del modelo Dean.
Por otro lado bajo ciertas consideraciones este modelo obtenido también puede ser aplicado
al fluido circulando por el AD si consideramos en el disefio una distancia entre vuelta y vuelta
de la espiral mucho mayor que el radio de la seccion transversal del tubo utilizado; de tal
forma que se puede aproximar cada vuelta de la espiral como un toro de curvatura constante.
No obstante, que bajo ciertas condiciones esta suposicion puede ser valida, recordemos que
nuestro objetivo es reducir el tamano del actuador, por lo tanto se buscard un disefio que
permita la minima distancia entre vueltas de la espiral, pero sin afectar el movimiento del
fluido a ser suministrado. Por esta razén en este trabajo se obtendrd un modelo para el
actuador que considera la geometria de la espiral, es decir tubos con curvatura variable. Para
lograr ésto, fue necesario emplear un sistema coordenado curvilineo que fuera ortogonal a
lo largo la linea central de la espiraloide. Los detalles del modelado matemaético, asi como
la obtencion de la métrica establecida en este sistema son esbozados en el capitulo IV y
apéndice A respectivamente.
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Capitulo 4

Modelo del flujo de fluidos en el AD,
considerando tubos curvos de curvatura
variable

En este capitulo, el modelo de Dean-Germano obtenido para tubos con curvatura cons-
tante es extendido al caso de tubos con curvatura variable y de seccidn transversal circular.
Para esto, se considera que la linea central del tubo es enrollado siguiendo la forma de una
espiral de Arquimedes. A este sistema, de aqui en adelante, le dominaremos sistema de
coordenadas espiroidales.

4.1 Sistema de coordenadas espiroidales, usadas en el mo-
delo extendido

La Figura 4.1 muestra el sistema de coordenadas que serd usado en este capitulo para
modelar la mecénica de fluidos en tubos de curvatura variable. En este sistema coordenado
introducido por Germano [24], [25], se parte de que la curva se encuentra parametrizada
mediante el parametro longitud de arco y que ademds esta curva es de clase C>, es decir
tres veces diferenciable respecto de este pardmetro. Con dicho requerimiento se garantiza la
existencia del triedro de Frenet-Serret. El cual genera una base ortonormal compuesto por
los vectores T'(s) = %gs)’ N(s) = d%@ﬂ%] y B(s) = T(s) x N(s) denominados vector
tangente, normal y binormal a la curva C(s) respectivamente.

A fin de garantizar que localmente el marco de referencia siga siendo ortogonal, se introduce
un angulo ¢ que gira en funcion de la torsién o curvatura de la traza de la curva de manera
tal que el triedro de Frenet-serret siempre sea ortogonal.

Para nuestro caso ver Figura 4.1a, la superficie de un tubo de seccién circular (anillo) es
enrollado siguiendo la trayectoria de una espiral de arquimedes. El eje de la espiral en el
cual el tubo es enrollado es "OZ”. El plano ”XY” que pasa por "OC” es llamado el plano
central de la espiral. La trayectoria trazada por ”C” al girar alrededor de OZ es llamada
la linea central del espiraloide y corresponde al centro de la seccion transversal del tubo.
La posicion de cualquier punto ”P” en la seccion transversal del tubo viene dado por las
coordenadas ortogonales (r,0.,s). Donde:
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N ¥

Figura 4.1: Sistema de coordenadas usado en el sistema extendido: (a)Vista geométrica. (b) Marco de
coordenadas espiroidales.

7(s) es una combinacién lineal de los vectores unitarios N(s), B(s) y su magnitud denota la
posicion del punto P al centro del tubo.

a(s) es el angulo que forma el vector 7(s) con respecto al vector N(s). Donde este vector
N(s) es una combinacion lineal de N(s) y B(s) y que se encuentra rotado un dngulo
®(s) con respecto a N(s). Para mas detalles ver subseccion A.2.2 del apéndice A.

99 9

s” es el pardmetro longitud de arco con el que se parametriza la curva y para el caso de la
espiral de Arquimedes viene dado por s = [ (1 +62)!/2

En la Figura 4.1b, 1a magnitud de R(s) denota la distancia de la linea central del espiraloide
al origen del sistema cartesiano y que en este caso corresponde al radio de la espiral de
Arquimedes. En esta misma Figura se puede observar que cualquier vector de posicion ¥,
viene dado por la suma vectorial de R(s) y r(s), dado por

X =P—0=R(s)+[rcos(o+0(s) + ¢0)]K7(s) + [rsin(at+ §(s) + ¢0)]§(s), 4.1)

con §(s) = — [; 1(5)d5 y donde ¢, y s,, representan los valores iniciales del dngulo de
rotacion y de la longitud de arco respectivamente. Por ejemplo tomando un valor inicial
para ¢, = 5 y so = 0, se puede escribir el diferencial del vector de posicién como

dy, = ds[1+x(s)rsin(o.+¢(s))]T (s) + drN(s) + rdo.B(s) 4.2)

Donde como ya se coment6 los vectores N(s) y B(s) son combinacién lineal de los vectores
unitarios N(s) y B(s), los cuales vienen dados por

]:Y(s) = B(s)cos(a+d(s)) —ngs) sin(ot+ 9(s)) (4.3)
B

(s) = —B(s)sin(a+9(s)) —N(s)cos(a+0(s)),
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tomando el producto escalar de la ecuacion 4.2 se pueden obtener los factores de escala en
este sistema curvilineo ortogonal, los cuales vienen dados por,

hy =1, hq=r, hy=R = [L +x(s)rsin(o+(s))], (4.4)

para més detalles en su obtencion ver subseccion A.2.2 del apéndice A.
Una vez obtenidos los factores de escala del sistema de coordenadas espiroidales resulta mas
simple modelar la mecénica del fluido circulando por esta geometria.

4.2 Modelo extendido en coordenadas espiroidales

Como se comentd en el capitulo II, una metodologia propuesta en este trabajo para
obtener el modelo matematico de un sistema fisico es:

1. Definir el sistema coordenado donde se modelard dicho fenémeno. Para el caso de
tubos curvos resulta conveniente usar un sistema coordenado que sea curvilineo y or-
togonal.

2. El siguiente paso consiste en obtener la métrica en ese sistema coordenado y determi-
nar los factores de escala del sistema coordenado curvilineo

3. Una vez con los factores de conversion se procede a desarrollar las ecuacione de N-S
definidas para coordenadas cartesianas en el nuevo sistema curvilineo ortogonal.

Por otro lado y con el fin de homologar la notacion usada en los capitulos previos, se ha
convenido denotar las componentes de la velocidad en la seccién transversal con las mismas
variables polares, pero para el caso de la componente axial, se utilizard la velocidad en
la direccion tangente a la curva y parametrizada por medio de la longitud de arco. Esto
se realiza para garantizar que las tres componentes del vector velocidad sean localmente
ortogonales entre si. El cuadro 4.1 muestra la nomenclatura adoptada en este capitulo. Donde

I r o s
hi 1 t 1+4k(s)rsin(6+¢)
Vi u v w

Cuadro 4.1: Nomenclatura usada en el modelo extendido.

i denota las coordenadas espiroidales. Las h;,(h,, hy, hs) representan los factores de escala
encontrados para este sistema coordenado y las u;, (u,,uq, u) refieren a las componentes del
vector velocidad en la direccidn radial, tangencial y axial respectivamente.

4.2.1 Ecuacion de continuidad en C-E: Modelo extendido

Considerando un fluido no-compresible se tiene que la divergencia del vector velocidad
es igual a cero es decir V - = 0, de donde se tiene que al desarrollar se llega a

1 ohghgu, n oh, hgug, N oh, hyu
hyhghg or oo ds

V.= =0. 4.5)
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Donde después de sustituir los factores de escala para C-E y dados por h, =1, hg, =1, hg =
1 +k(s)rsin(a.+¢(s)) = R. La ecuacién 4.5 queda de la siguiente manera

1 [9[r(1+ krsin(o+ 0(s))u,] N o[l +krsin(ot+ 0(s))ug| = I[rus]

Vii=— =0, 4.6
"R or oo + s , (4.6)
que al realizar los calculos correspondientes se obtiene
ou, k(s)sind u, 19ug k(s)cosow 1 Juy
V.i= +Lr+—+— o k) 22 =0. 4.7)

or r oo R R 0s

Aqui, se ha tomado & = a4 ¢(s) y % = % porque el angulo de rotacién ¢(s) no depende de
oy por lo tanto en este capitulo se usard indistintamente. Ahora designando las componentes
del vector velocidad # como u(u,,ug, us) = i(u,v,w), se llega a la ecuacién de continuidad
en coordenadas espiroidales.

du ks)sind  u 10v  k(s)cosdw 1w _ o (4.8)

V.jj— o )T
“ 8r+ R r o roo R R Os

Donde puede observarse que en la ecuacion anterior, ya aparece involucrada la curvatura k(s)
de la espiral. La cual se deduce apartir de la ecuacion A.7 esbozada en el apéndice A y que
viene dada por:

2+(F'(s)°
B2(1+(F~1(5))2)%
En esta ecuacion 4.9 el pardmetro longitud de arco para la espiral viene dado por s = F(0) =
[[1+(8)%)]"/2d6. Con esta relacién y asumiendo que la inversa existe para el rango de 8 de

interés. Podemos parametrizar la curva y por lo tanto su curvatura mediante este parametro.
Para mas detalles en su célculo ver la subseccion A.1.2 del Apéndice A

k(s) =

4.9)

4.3 Ecuaciones de momento en coordenadas espiroidales

En esta seccidn sdlo se describird en detalle la obtencion de la ecuacién de momento en la
direccion axial. Para obtener las componentes radial y tangencial se sigue un procedimiento
similar al aqui expuesto.

4.3.1 Deduccion de la ecuacion de momento: Direccion axial

Partiendo de la ecuacién 3.15 para fluido incompresible obtendremos la ecuacion de
momento en la direccion de s, es decir en la direccion del flujo y la cudl viene dada por:

B_ﬂ X (VX va- ﬁ)} - (4.10)
—[%Vﬁ]s—vwx (V x ii)] { Zpﬁ] :
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Términos lado izquierdo:
El primer término del lado izquierdo viene dado por:

oii dus  dw
[E]s=§—§~ (4.11)

Al utilizar la ecuacion A.23 se obtiene la expresion para el segundo término del lado izquierdo
dado por

[ % (V X )]s = up(V X i) — ttee(V X i)y, (4.12)

donde (V x i)y, y (V x ii),, vienen dados por la ecuacién 3.18 con sus respectivos factores
de escala para C-T. De esta forma, sustituyendo en la ecuacion 4.12 se obtiene

10(u,)  O(Ruy) 1 O(Ruy) 9(rug)
V u V u - = — . — = - 413
(VI (Vo)) = ur {R o or ] R oa e 0 @D
que al realizar los cédlculos correspondientes se llega a
. . Uy ou,  UpltgSin o Jdug
\% ===——%5— U= — 4.14
V=R T TR 14
Ug Oy  UglsCOSOL Uy Ollg
r oo R R 0s
El tercer término del lado izquierdo queda de la siguiente forma
| 1 9
5 V(- i) = ﬁa[u% +ul +ul] = (4.15)

u, ou, n Ug Oy Ug Ollg
Rds R ds R Os’

De igual manera, sumando los primeros tres términos del lado izquierdo y designando las
componentes de la velocidad #(u,, uqy,us) = i(u,v,w) se, obtiene la expresioén para la com-
ponente axial del lado izquierdo.

ow ow vdw waw K(s) . _
§+u§+;ﬁ+§g—T[uwsmoH—vwcosoc]. (4.16)

Por un procedimiento similar, se procede a obtener las expresiones para cada uno de los
términos del lado derecho de la ecuacion 3.15 tal como fue realizado en el capitulo II, pero
para este caso se sustituyen los factores de escala en C-E. Asi, en la siguiente seccion se
muestran las componentes radial, tangencial y axial de la ecuacién de momento; que junto
con la ecuacion de continuidad conforman el modelo matemaético del flujo de fluidos que
circulard por el AD; donde éstas difieren del modelo de Dean porque ya incluyen la curvatura
de la curva, que para el caso de la espiral simétrica esta curvatura no es constante.
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4.4 Modelo del flujo de fluidos en el AD

Direccion radial

2
‘3—’: u% ;g—;—f—%g—z—‘}?—%[wzsind]: 4.17)
a_IS_V[(li+@COSa)(@+K_la_”>_lﬁ(la_“_
or roo. R or r rda’ Rds ROs
ow x(s) . _
E—TWSIDQ)]—Fplgr.

Direccion tangencial

ov  dv vav waow uv K(s)

R JR— —_—— —_—— —_— — 2 0 p—
8t+uar+raa+ﬁ8s r R v cosal (4.18)
18_13_V[(i+@ i a)(@Jrf_la_”)_li(la_w_
r oo or R s or r roa’ Ros roo
LX) cosr) +
73 7 wCos P18
Direccion axial
ow  dw vow wadw K(s) . L
gﬁ‘”g‘f‘;@—f—ﬁg—T[HWSIHCX/—FVWCOS(X]— (419)

_la_l3+v[<ﬂ+l)(a_w+@ '(_x_la_u)+li(la_w
R 0s or r’ or R Wi R os r ool r ool
K(s)

——wcosa — l@)] +
R R Os P18s-

Ecuacion de continuidad

ou k(s)sind u 19dv k(s)cosav 1aw
o Tk Tt R TR
De esta forma, dicho modelo matematico sirve para modelar la mecénica de fluidos no com-
presibles en tubos con curvatura variable.

Vi = 0. (4.20)

4.4.1 Comentarios acerca del Capitulo IV

En cada uno de los modelos obtenidos en los capitulos III y IV, se observa que en las
componentes de la ecuacion de momento, sobre todo del lado izquierdo; aparecen términos
adicionales de tipo no lineal. Estos términos corresponden a velocidades que aparecen en
las ecuaciones producto tanto de la curvatura del tubo, como de las fuerzas centrifugas, de-
sarrolladas por la rotacién del fluido alrededor del eje OZ (que es perpendicular al plano de
la linea central del toro y de la espiral). Por otro lado, como es discutido en el articulo de
Dean [20], precisamente son estos términos no lineales los que dificultan la obtencion de
soluciones andliticas para condiciones de frontera simples de tipo Neumann. Por esta razon,
es que muchos autores han recurrido a métodos nimericos a fin de obtener numéricamente
soluciones aproximadas al modelo de Dean.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1 Comentarios y conclusiones sobre los modelos obtenidos

El trabajo realizado en esta tesis fue el de disefiar un AD usando tubos curvos de cur-
vatura variable. Este disefio innovador nos permitird reducir etapas mecanicas, principal-
mente porque no se requerirdn etapas adicionales para convertir el movimiento rotacional
del motor a movimiento longitudinal como lo realizan los mecanismos de las bombas co-
merciales. Estas caracteristicas del AD nos permitirdn reducir el tamaiio y el peso final del
dispositivo. Ademads, se obtuvieron los modelos mateméticos de la mecédnica de fluidos en
el AD disefiado. Para esto, primero se consideré el caso de aproximar secciones del AD por
medio de toros de curvatura constante; en este punto, es importante resaltar, que se logré
generalizar el modelo de Dean para el caso de fluidos tanto compresibles como incompresi-
bles lo cual, en nuestra opinion, ayuda a complementar y a enriquecer los modelos reporta-
dos en la literatura [20], [26], que aplican para fluidos newtonianos de tipo no compresible.
De esta forma, en el modelo extendido tanto la ecuacién de continuidad como la ecuacion
de momento cambian agregando mas complejidad al modelo de Dean. Sin embargo dicho
modelo resulta mds general porque puede ser usado para simular tanto la mecénica de fluidos
liquidos como de gases circulando por tubos curvos de curvatura constante y en estado no
estacionario.

Por otro lado y debido a que la geometria del AD disefiado involucra tubos con curvatura
variable, fue necesario extender el modelo de Dean-Germano al caso de tubos con curvatura
variable, donde ya es incluida la curvatura de la espiral de Arquimedes.

Por altimo, una situacion que se desprende de la obtencion de estos modelos es, su potencial
de aplicaciones en distintas areas de la ingenieria donde se requiere la utilizacion tanto de
tubos con curvatura fija como de tubos con curvatura variable. Asi, en la siguiente seccion se
dardn un par de ejemplos de donde pudieran ser empleados los modelos aqui desarrrollados.

5.2 Areas de aplicacion de los modelos obtenidos
En el estudio del flujo de fluidos en tubos curvos, en la mayoria de los trabajos existentes

en la literatura han sido enfocado a comprender el fendmeno y las consecuencias que origi-
nan el flujo secundario, pero no se esbozan posibles aplicaciones en lo que respecta al uso de
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tubos curvos. De tal manera, que la mayoria de los trabajos se esfuerzan mds en mostrar la
aparente desventaja del efecto de la curvatura en la reduccién del gasto por unidad de tiempo
(flujo volumétrico) més que en buscar posibles aplicaciones de estos efectos. No obstante
en mi opinidn, el flujo secundario pudiera ser deseable en otras circunstancias y dependerd
del tipo de aplicacién que se requiera realizar. Por ejemplo, en aplicaciones donde no es
importante la precision del flujo volumétrico pero si évitar llegar a regimenes de turbulencia.
En estos casos, considero recomendable usar tubos curvos, ya que el flujo secundario hace
que se incremente el nimero de Reynolds al cudl aparece la turbulencia.

En las siguientes subsecciones se esboza brevemente un par de aplicaciones donde pudieran
aplicarse los resultados alcanzados en este trabajo.

5.2.1 Intercambio de calor

Un nicho de aplicacion de los modelos obtenidos podria ser en dreas relacionadas con el
intercambio de calor. Para esto, se tendria que agregar a los modelos la ecuacion de energia
y de esta forma poder simular el intercambio de calor en tubos curvos. La Figura 5.1 muestra

Puntos de
Curvatura
Extrema

Mayor a 90°

[ CCCCCCL et dddeai

cadagRy,

Figura 5.1: Sistema de enfriamiento basados en arreglos de tubos de cobre en forma de serpentines.

un sistema de enfriamiento tipico del sector industrial donde se utilizan arreglos de tubos de
cobre en forma de serpentines. Sin embargo estos sistemas presentan problemas relaciona-
dos a la obstruccion o deterioro de los ductos en la parte curva del serpentin, precisamente
por las curvaturas extremas comunmente mayores a 90 grados. Por esta razon y de acuerdo
a la experiencia obtenida en este trabajo se sugiere que si la curvatura fuera menor o de una
variacién mas suave, los problemas (dafios al equipo) asociados a estas curvaturas podrian
ser disminuidos y mejor aun sustituyendo los tubos rectos por tubos de curvatura variable
se podria favorecer o mejorar la remocion de calor. Para esto considero interesante simular
los mecanismos de transporte de calor usando los modelos aqui desarrollados, y con esta
informacion proponer redisefios en la geometria de los equipos de refrigeracién utilizados
actualmente.



5.2.2 Modelado del flujo sanguineo adrtico

Otra area donde podrian tener aplicacion los modelos desarrollados es en la simulacion
del flujo sanguineo en regiones donde fuera posible aproximar secciones de las venas y
arterias por ductos de curvatura constante y/o variable. La Figura 5.2 muestra la anatomia

Figura 5.2: Anatomia de la Aorta, vista como un ducto de curvatura variable.

de la aorta donde se puede apreciar que existe una curvatura al inici6 del ducto saliendo del
corazon. Asi, aproximando la linea central de este tubo por medio de una curva parametrizada
y de tipo espiral logaritmica' se podrfan adaptar perfectamente los modelos obtenidos a la
geometria de la arteria aorta y poder simular los perfiles de flujo sanguineo, considerando en
una primera aproximacion a la sangre como un fluido de tipo newtoniano.

5.3 Trabajo a futuro

En lo que se respecta al trabajo a futuro que se que se tiene contemplado realizar es:

1. Caracterizar la viscosidad de la insulina, dado que es el tipo de fluido que suministrara
la bomba.

2. Segundo queda por concluir con las simulaciones numéricas del modelo extendido de
Dean, para posteriormente realizarlas en el modelo obtenido para el flujo de fluidos
en el AD, pero ademds incluyendo el modelo caracterisado para la viscosidad de la
insulina.

De estas simulaciones se pretende cuantificar en que porcentaje serd decrementado el gasto
(flujo volumétrico), producto del radio no constante de la espiral. Esto, porque se preveé que
dicho decremento serd variable. Es decir se espera que la reduccion del gasto sea mayor en
las primeras vueltas del espiraloide que en la dltimas donde la curvatura es casi uniforme. Asi
tomando en cuenta este decremento y conociendo el rango de velocidades de la dosificacion,
se podria garantizar que el AD suministrard el medicamento de forma precisa. Sobretodo

' Donde k1 y "a” son constantes arbitrarias que permiten ajustar la espiral logaritmica a la curva mostrada
en la Figura 2?
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porque recordemos que las dosis suministradas por el AD deberan ser variantes en el tiempo
como las calculadas por algoritmos de control automético como por ejemplo los propuestos
en [9], [10]. Por altimo, también se tiene contemplado usar la informacion obtenida de las
simulaciones para optimizar el disefio del AD incluyendo al micromotor, de tal manera que
faciliten en una etapa posterior la realizacion del dispositivo portatil.
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Apéndice A

Parametrizacion y calculo de las métricas
en C-TyC-E

A.1 Parametrizacion de una curva mediante el parametro
longitud de arco
Sea C una curva plana parametrizada mediante el parametro ¢, y representada por C :

C(t) = (x(t),y(t)), contg <t < t1. De acuerdo a [32], se define la longitud L¢ de una curva
plana parametrizada por t mediante

te=["1% = ["(Jwar+ @ P (A

0

Dada esta curva C(t), se define la longitud de arco S(f) = ft \ |d’c. De esta forma, la
funcién s = S(¢) define un nuevo pardmetro denominado parametro de longitud de arco. Por
otro lado, si esta relacion es invertible puede usarse a ”’s” como un nuevo pardmetro para
parametrizar la curva C = C(s) donde s es sustituido por ¢+ mediante la siguiente relacion
t = S~ !(s). Para ilustrar un ejemplo calcularemos en la siguiente seccién la longitud de la
linea central del toro y usaremos esta relacion para parametrizar nuevamente a la curva con

respecto al pardmetro longitud de arco.

A.1.1 Calculo de la longitud de la curva del toro y de la espiral

La linea central del toro describe un circulo de radio Ry parametrizado por el angulo 6
mediante C(0) = (R cos0,Rrsin®). Ahora, partiendo de la ecuacion A.1 para calcular la
longitud de una curva [32], se tiene que para el caso de la linea central del toroide esta viene
dada por

b dC(8 i 1/2
Ly — / = ) |d6 = / [R2cos?(0) + Risen?(8)] /> d0 = Rp(8) —8p).  (A2)
G

Tomando 6p = 0 y 6; = 2=, se tiene que la longitud de la circunferencia del toro es Ly =
2nR7, la cual es la férmula de la longitud de un circunferencia. Por otro lado definiendo s =
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Lo =Rr0y 8 = s/Rr, podemos parametrizar la linea central del toro mediante el pardmetro
longitud de arco por:
C(s) = (Rrcos(s/Rr),Rrsin(s/Rr)). (A.3)

De la misma manera y partiendo de la ecuacién A.1 calcularemos la longitud de la espiral.
Esta curva viene dada paramétricamente por C(8) = [(B1 +B2)0cos6, (B1 +P2)0sin6]. Al
realizar el calculo de la longitud de la curva se tiene

b b
Lg = / 4 Ide / [(B1 +B2)>(cos® — BsenB)? + (send + Bcos0)?] /> d0 = (A4)

<BI+BZ>/b(1+ez)‘/2de,

la cual al resolverla analiticamente, obtenemos la férmula para evaluar la longitud de una
espiral simétrica.

b
Lo [ (1+6)" a0 (Bi-+B2) [J001+0) 2 Jpaini o] = as)

a

%(Bl +B2) 00146272+ 1n (0(1 +e2)1/2)E.

A partir de la ecuacién A.5 podemos definir el pardmetro longitud de arco como s = S(Lg) =

i) ab (l +62)1/ %d0. Debido a que el integrando siempre es positivo, la integral siempre es
positiva y ademas creciente. Por lo tanto, escogiendo el valor de 6 en el intervalo de interés
podemos suponer que existe un funcién inversa dada por 8 = F~!(s) con esta relacién se
puede parametrizar la ecuacion de la espiral y queda de la siguiente forma

C(s) = [(B1+B2)F ' (s) cos(F~'(s)), (B1 +B2) F~ ' (s) sin(F ' (s))]. (A.6)

La cudl representa una parametrizacion de la espiral mediante el pardmetro longitud de arco.

A.1.2 Calculo de la curvatura del toro y de la espiral

Partiendo de la ecuacion para obtener la curvatura de una curva parametrizada [32], se
tiene que
det (C'(0),C" (0
C'(6)]
Donde C’'(8) y C"(0) denotan la primera y segunda derivada con respecto al pardmetro que

parametriza la curva y ’det” denota el determinante del producto escalar de estas dos expre-
siones. Para el caso del toro y usando la ecuacién A.7, la curvatura viene dada por

(—sine cosO )

det )

) —cos® —sin®

k(e> =R7 SE
[RT ((—sin®)2 + (cos0)?)"/ }

(A.7)

1
=z

(A.8)

Por esta razon se dice que la linea central de un toro posee una curvatura constante e igual al
inverso de su radio.
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Por otra parte, recordemos que la espiral parametrizada por medio del angulo 0, viene dada
por C(0) = (B26cos6, B,0senB). Asi, usando la ecuacion A.7, obtenemos la curvartura de la
espiral.
—0sin 0 + cosO Ocos0 +sin0
det | —6cos® —2sen® —0sin6+ 2cos0

k(6) = B> |
2 [Bz ((cos® — BsinB)2 + (send + Bcosh)?) 1/2] 3

De donde al realizar las operaciones y reagrupando términos se llega a la expresion para la
curvatura de la espiral, dada por

2+ 62

O e

(A9)

A.2 Obtencion de las métricas en coordenadas toroidales y
espiroidales

En este trabajo desarrollaremos el modelo de Dean apartir de las ecuaciones de N-S de
forma generalizada, es decir libre de coordenadas. Parte fundamental del procedimiento
para obtener el modelo matematico consiste en obtener la métrica en las distintas geometrias
propuestas en este trabajo, para de esta forma encontrar los factores de escala en dicho sis-
tema coordenado que permitan representar las ecuaciones de N-S en su forma vectorial en
sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales.

A.2.1 Meétrica en coordenadas toroidales (C-T)
El diferencial de linea ds en coordenadas rectangulares se define como

(ds)* = (dLy)* + (dLy)* + (d)* = Y dL;-dLj. (A.10)

Si el sistema curvilineo transformado es ortogonal, el diferencial de linea llega a ser

(ds)* =Y hi(dL;-dL;). (A.11)

Donde L;, representa las coordenadas del nuevo sistema y donde la letra L se usa para denotar
un sistema coordenado ortogonal.

Abhora partiendo de las relaciones entre coordenadas rectangulares y toroidales y tomando su
diferencial se tiene:

x = [R+rsinacosH, (A.12)
= [R+rsino]sin,
Z = rcoso,
dx = sinocosOdr+ rcosocos0do — Rsin0do,
dy = sinasin®dr+ rcososin®do+ Rcos0do,
dz = cosodr—rsinoda.
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Donde R = R+ rsin @, posteriormente al realizar la suma de los cuadrados de cada uno de los
diferenciales, se obtiene la expresion para el diferencial de linea en coordenadas toroidales.

(dL)* = (dr)? +r*(do)? + R*(d6)>. (A.13)

De esta ecuacion se obtienen los factores de escala dados por el cambio de coordenadas, y
apartir de la ecuacion A.11 se identifican los A;s, para el sistema de coordenadas toroidales.

hy = 1;hq = r;hg = R = R+ rsino. (A.14)

A.2.2 Métrica en coordenadas espiroidales (C-E)

En esta seccion, se obtendra la métrica de un espacio curvilineo y ortonormal. Para esto
se siguird el sistema coordenado introducido por Germano [24]. En este sistema, la traza
de la curva debe estar parametrizada mediante el pardmetro longitud de arco, ademds de
que dicha curva debe ser de clase C? respecto de este pardametro. Con este requerimiento se
garantiza la existencia del triedro de Frenet-Serret. El cual viene dado por:

T(s) = dflis), (A.15)
N = T8 dT),

B(s) = T(s)xN(s).

Este triedro genera una base ortonormal compuesto por los vectores tangente, normal y
binormal a la curva C(s) respectivamente. La Figura A.1 muestra este sistema coordenado
curvilineo que permite definir un sistema ortonormal a lo largo de las curvas parametrizadas
mediante el pardmetro ’s”. Para poder garantizar que localmente este marco de referencia
siga siendo ortogonal, debe introducirse un dngulo ¢ que gire en funcién de la torsién o
curvatura de la traza de la curva de manera tal que el triedro de Frenet-serret siempre sea
ortogonal. Este dngulo ¢, también estd parametrizado por ’s” y representa el angulo de giro
del vector normal N(s) y B(s), en funcién de la torsién de la curva.

En este sistema, cualquier vector de posicion ¥ viene dado por
x =P —0=R(s) + [rcos(ct+(s) + &,)]N(s) + [rsin(c+ 0 (s) +¢,)]B(s),  (A.16)

donde ¢(s) = — [; ©(5)ds, con ¢, y s,, representando los valores iniciales del dngulo de giro
y de la longitud de arco respectivamente. Por ejemplo tomando los valores iniciales para
0o = 5 ¥ 8o = 0, se puede escribir el diferencial del vector de posicién como

dy, = ds[1 +x(s)rsin(o.+¢(s))]T (s) +drN(s) + rdoB(s). (A.17)

Donde los vectores N(s) y B(s) son combinacién lineal de los vectores unitarios N(s) y B(s)
y que giran en funcidén de la torsion de la curva. Estos vectores vienen dados por

B(s) cos(at+0(s)) —K/ES) sin(a+ ¢(s)) (A.18)

= —B(s)sin(a+¢(s)) — N(s) cos(at+d(s)).

oo =1
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Figura A.1: Sistema de coordenadas espiroidales, usado en el modelo extendido.

Por ultimo tomando el producto escalar de d se obtiene la métrica para este sistema coor-
denado y que viene dado por

dy-dy = (14+x(s)rsin(a+o(s))(ds)* + (dr)* 4 r* (do?). (A.19)
De aqui se obtienen los factores de escala en este sistema curvilineo ortogonal dados por
hy =1, ho,=r, hy =R = [1 +(s)rsin(o.+ ¢(s))]
A.3 Gradiente, Divergencia y Rotacional

Empezaremos por definir las operaciones elementales de producto escalar y vectorial
entre campos escalares y campos vectoriales [31]. Sean A y B dos vectores con A y B sus
magnitudes se define el producto escalar como

(A-B)=Y AB;, (A.20)

y el producto vectorial o producto aspa entre 2 vectores como

(AxB)i=YY eiuA;B, (A21)
J k

donde ;i es llamado el tensor unitario o simbolo de permutacion que toma los siguientes
valores.
e;jx = 0 si cualquiera dos indices son iguales, e;jx = 1 si ijk = 123,231 6 312,y e;j4 = —1
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si ijk = 132,213 6 321. Haciendo uso del teorema de la divergencia de gauss, se puede
obtener una expresion para la divergencia de un campo vectorial en coordenadas curvilineas
ortogonales la cual viene dado por

1 & OhjyA;

V-A) =divA =
(V-4) = div hihjhe &= OL;

(A.22)

donde h;, hj,hy corresponden a los factores de escala del sistema curvilineo que para el caso
de C-T i, j,k = r,a, 0 respectivamente, A; denota la i-ésima componente del vector A. Por
otro lado, usando el teorema de Stokes se obtiene una expresion para el rotacional de un
campo vectorial, dado por:

q 1 <8hkAk A ,) a2

V x A); =
VA=, ~ oL

Donde la ecuaciéon A.23 permite obtener la i-€sima componente del nuevo vector y para
deducir cada una de ellas debe seguirse una rotacion ciclica de los subindices. Por ejemplo
para obtener la primer componente de la ecuacién A.23 en C-T, los subindices quedan i =
r,j = o,k = 0. Para obtener la segunda componente los subindices quedan como i =@, j =
0,k = r, por dltimo para obtener la tercer componente del vector rotacional los subindices
quedani =0, j =r,k=o. Las ecuaciones A.13, A.19, A.22, A.23, serdn ampliamente usadas
en los capitulos I y II, para derivar los modelos matématicos del A-D de la bomba.

A.3.1 Calculo del perfil de flujo en un tubo recto

Antes de empezar a familiarizarse con la mecdanica de fluidos en tubos curvos, considero
importante comprender como se desarrolla el perfil de velocidades en un fluido newtoniano
cuando pasa a través de un tubo recto de seccion circular. Este problema, que bajo cier-
tas simplificaciones, conocidas como suposiciones de la ley de Hagen-Poiseuille, puede ser
resuelto analiticamente, es aplicable para fluidos newtonianos y no compresibles. Dichas
supocisiones son:

e El Flujo es laminar, lo que significa que el nimero de Reynolds (Re) es menor que
2100 (Re < 2100).

e La densidad del fluido es constante, es decir el fluido es incompresible

e El perfil de velocidades del fluido es independiente del tiempo, esto se conoce como
flujo en estado estacionario.

e El Fluido es newtoniano, es decir, obedece la ley de viscosidad de Newton.

e Los efectos a la salida del tubo son despreciables y se supone que la logitud del tubo
es mucho mayor en comparacion con su didmetro.

e FEl fluido se comporta como un medio continuo.

e No existe deslizamiento del fluido en las paredes del tubo.
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Con las suposiciones anteriores, el problema de encontrar el perfil de velocidades de un
fluido en un tubo recto, poseé solucion analitica y viene dada por

B (PO—PL)a2 r.s
v, = 4,U—L[1 - (ﬁ) J. (A.24)

La Figura A.2 muestra el perfil de velocidades de un fluido newtoniano no compresible
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Figura A.2: Perfil de velocidades de un fluido Newtoniano a través de un tubo recto.

en un tubo recto. El didmetro y la longitud del tubo fueron seleccionados de acuerdo a la
tabla 2.1. De tal manera que las velocidades encontradas reflejan aquellas que se podrian
desarrollar si se considerara un tubo de las mismas dimensiones ligeramente curvado, y al

cudl se le aplique el mismo gradiente de presion.
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