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Resumen

El teorema ergddico de Birkhoff es uno de los principales resultados de la teoria
ergbdica y en general de los sistemas dindamicos. El teorema establece condiciones
suficientes para la existencia del limite del promedio temporal de funciones medi-
bles. Ademds, bajo la hipédtesis de ergodicidad de la medida, el teorema establece
también que el promedio temporal converge casi ciertamente al promedio espacial.
Sin embargo, el teorema no dice nada acerca de la rapidez a la que se produce di-
cha convergencia. En esta tesis estamos interesados en obtener estimaciones de esta
rapidez de convergencia en sistemas dindamicos simbdlicos cuya medida invariante es
una medida de Gibbs. Buscamos dar estas estimaciones en forma de cotas superiores
para la probabilidad de desvio y para el desvio casi cierto.

Con respecto a la rapidez de convergencia de la probabilidad de desvio, tomamos
como base los resultados de [1], [2] y [3]. Con respecto a la rapidez de convergencia del
desvio casi cierto, tomamos como base los resultados de [11] y [12]. Utilizando estos
resultados, se obtienen estimaciones aplicables a funciones que no son necesariamente
Holder continuas pero que cumplen la condiciéon de Holder localmente.
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Abstract

The Birkhoff Ergodic Theorem is one of the main results in Ergodic Theory and
in general, in dynamical systems. The theorem establishes sufficient conditions for
the existence of the limit of time average of measurable functions. Moreover, under
the assumption of ergodicity of the measure, the theorem also states that time ave-
rage converges almost surely to the space average. However, it does not say anything
about the rate at which this convergence takes place. In this thesis we are interested
in finding estimates of this rate of convergence for symbolic dynamical systems who-
se invariant measure is a Gibbs measure. We give these estimates in form of upper
bounds for the probability of deviation and also for the almost sure deviation.

Regarding the rate of convergence of the probability of deviation, we take as
starting point the results in [1], [2] and [3]. Regarding the rate of convergence of the
almost sure deviation, we take as starting point the results in [11] and [12]. By using
these results, we obtain estimates applicable to functions that are not necessarily
Holder continuous but that satisfy Holder condition locally.
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1. Introducciéon

La Teoria Ergddica es el estudio matemético del comportamiento promedio a
largo plazo de diferentes clases de sistemas dindmicos [16]. La coleccién de todos los
estados de un sistema forma un espacio de estados X y la evolucion del sistema es
representada por una transformacion del espacio de estados en si mismo T : X — X.
Dado un x € X, la secuencia x, T(x), T?(z), ... representa la trayectoria del sistema
bajo la condicién inicial z. El estado del sistema es observado mediante una funcién
f X — R ala que llamamos observable. En este contexto, una pregunta bésica
de la Teoria Ergddica se refiere a la convergencia del promedio temporal: jbajo qué
condiciones en X, en f y en T el siguiente limite existe?

El Teorema ergdédico de Birkhoff, uno de los principales resultados de la Teoria
Ergoddica, establece condiciones para la existencia de f* para casi todo x € X cuando
f es integrable con respecto a una medida de probabilidad A. El mismo teorema
establece que, si ademas, la medida es ergddica, entonces:

£ = [ sax

X

Este resultado fue enunciado por primera vez, como hipétesis, por el fisico austriaco
Ludwig Boltzmann para explicar algunos fenémenos experimentales de la Mecanica
Estadistica (una introduccién a las ideas de Boltzmann puede encontrarse en [17]).
Se le llamé entonces hipdtesis ergddica v fue demostrada en su forma mateméatica
por George David Birkhoff en 1931. En la seccién 1.3 presentamos una versién mo-
derna de este teorema.

En esta tesis estamos interesados en obtener estimaciones de la rapidez de con-
vergencia del Teorema ergddico de Birkhoff en sistemas dindmicos en los que la
medida es una medida de Gibbs asociada a un potencial ¢. Aunque todas las defi-
niciones precisas se dardn mas adelante, es necesario comentar en este punto que,
como se explica en la definicién 1.6.5, una medida de Gibbs tiene necesariamente un
potencial asociado. Por lo mismo, en los resultados que se presentan en esta tesis
aplicables a sistemas dindmicos con medida de Gibbs, se incluyen las condiciones
sobre el observable f y el potencial ¢ bajo las cuales el resultado es aplicable.

El contenido de esta tesis esta organizado de la siguiente forma. En lo que resta
de este capitulo se presenta el enunciado formal del Teorema ergédico de Birkhoff y
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se describe con detalle el problema que se estard estudiando en esta tesis. También
se presenta un ejemplo numérico y algunas definiciones y resultados preliminares. En
los capitulos 2 y 3 se presentan algunos resultados en la literatura relacionados con
la rapidez de convergencia del Teorema de Birkhoff. En particular, en el capitulo
2 se presentan los resultados relacionados con estimaciones de la probabilidad de
desvio y en el capitulo 3 se presentan resultados relacionados con la convergencia
puntual casi cierta. En ambos capitulos se incluyen demostraciones detalladas de los
resultados mas relevantes. En el capitulo 4 se presentan las contribuciones de este
trabajo de tesis y algunos comentarios sobre los resultados obtenidos y sobre el tra-
bajo futuro. Finalmente, el tltimo capitulo es un apéndice en el que se han incluido
teoremas, lemas y proposiciones necesarias para algunas de las demostraciones de
los capitulos 2 y 3.

1.1. Ejemplo numérico del Teorema Ergdédico de Birkhoff

En esta seccién se presenta un ejemplo numérico que ilustra la convergencia del
Teorema Ergddico de Birkhoff. En la seccién 1.1 se presenta el enunciado formal del
teorema. Considere los siguientes valores para X, Ty f:

X =[-1,1] (1.1)
T(z) =1-—22? (1.2)
1 2 €[0.5,0.7]

0 x¢0.5,0.7] (1.3)

flz) = X[0.5,0.7] (z) = {

Por conveniencia, denotamos Sy, f(x) = Z?;()l (T%(x)). Estamos, interesados en
estudiar el comportamiento limite de la érbita de %Sn f(zp) con una condicién ini-
cial xg, es decir, el comportamiento de la secuencia S7 f(xo), %ng(mo), %ng(xo), -
% nf(x0) para un ntmero grande de iteraciones n. La figura 1.1 muestra el com-
portamiento de %Sn f(zp) desde n = 1 hasta n = 100000 para cuatro condiciones
iniciales diferentes. Como puede verse en las figuras, en los cuatro casos, el valor de
%Sn f(zo) se estabiliza alrededor de 0.079. Naturalmente esta aproximacién numéri-
ca no es matematicamente rigurosa, pero da una idea visual de la convergencia para
este caso particular.

Esta convergencia puede ser explicada analiticamente con el Teorema de Birkhoff.
Este teorema es un resultado que puede ser aplicado a mapeos mas generales que el
presentado aqui. En particular, puede ser aplicado a sistemas dindmicos simbdlicos
con transformaciones definidas en un espacio de simbolos cuya medida invariante es
una medida de Gibbs. La rapidez de convergencia del Teorema de Birkhoff en este
tipo de sistemas dinamicos, es el tema principal de esta tesis y se aborda a partir de
la seccion 1.6, después de presentar algunos resultados de la literatura aplicables a
sistemas dindmicos en general.
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Fig. 1.1: Orbita de %S’nf(xo) con cuatro valores diferentes de xg.
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1.2. Definiciones y resultados preliminares para sistemas dinamicos
en general

En esta seccion se dan algunas definiciones y resultados relacionados con teoria
de la medida. Estas definiciones y resultados serdn ttiles en la siguiente seccién
para presentar el enunciado formal del Teorema de Birkhoff. En el apéndice A.3 se
presentan las definiciones relacionadas con integral con respecto a una medida.

Definicion 1.2.1. Sea Q un conjunto. Una familia de subconjuntos de §2, B, es una
o—adlgebra sobre ) si cumple las siguientes propiedades:

1. oeByQeB.
2. Si E € B entonces E° € B.
3. Si By e B,i=1,2,... entonces | J;2, E; € B.

Adicionalmente, si Q) es un espacio métrico compacto, llamamos o—dlgebra de Borel
a la o—dlgebra mds pequena que contiene a todos los subconjuntos abiertos de ).

Definicion 1.2.2. Sea ©Q un conjunto y B una o—dlgebra sobre Q. Una funcidon
A: B = RU{oo} es llamada medida si satisface las siguientes propiedades:

1. M(E) >0, para todo E € B.
2. MU2y Ei) =220 ME;) siempre que E; € By E;NE; =& para i # j.
3. MN@) =0.

Adicionalmente, si A(Q2) = 1, decimos que \ es una medida de probabilidad.

Las siguientes propiedades de la medida pueden consultarse en [6, Seccién 9].
Estas propiedades se utilizaran més adelante para las demostraciones de los teoremas
presentados en el Capitulo 2.

Proposicién 1.2.1 ([6] Seccién 9). Sean A,B,A; € B, i = 1,...,n. La medida A
satisface las siguientes propiedades:

1. Monotonicidad no decreciente: si A C B entonces M(A) < A(B).

2. Desigualdad de Boole: X (g Ai) < D1 oA (Ai), donde los conjuntos A; no
son necesariamente disjuntos.

3. Diferencia de medidas: St A C B entonces A\(B\A) = A\(B) — A(A).
Demostracién. Ver [6, Seccién 9. O

Definicion 1.2.3. Sea Q un conjunto, B una o—dlgebra sobre Q0 y X\ una medida de
probabilidad. Llamamos espacio de probabilidad, a la tercia ordenada (€0, B, \).

Definicion 1.2.4. Sea Q) un conjunto, B una o—dlgebra sobre  y T una transfor-
macion T : Q — Q. Decimos que una medida A\ es T-invariante, o bien que \ es
invariante bajo la transformacion T, si para todo E € B:

MNT7HE)) = ME). (1.4)
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Proposicién 1.2.2 ([25]). Sea (2, B, \) un espacio de medida donde ) es un espacio
métrico. Entonces \ es una medida T-invariante si y solo si:

/Q(foT)d)\—/Qfd)\

Demostracion. Ver por ejemplo [25]. O

para toda funcion continua f.

Definicién 1.2.5. Sea (2, B, \) un espacio de probabilidad y T una transformacion
T : Q — Q. Decimos que una medida \ es ergddica si es T-invariante y ademds,
para todo conjunto E € B que cumpla T~ (E) = E, se tiene que A\(E) = 0 o bien
AME) =1.

Definicion 1.2.6. Decimos que un mapeo T : 2 — Q es topolégicamente mezclante
si para cualesquiera conjuntos medibles, no vacios, A, B C Q existe N tal que T~™™ AN
B # @, para todon > N.

Definicion 1.2.7. Decimos que un mapeo T : Q0 — Q que preserva la medida A, es
mezclante si para cualesquiera conjuntos medibles, no vacios, A, B C §2, se cumple:
lim AM(T7"AN B) = XA)A(B).

n—oo
Definicion 1.2.8. Decimos que un mapeo T : 2 — € es topoldgicamente transitivo

si para cualesquiera conjuntos medibles, no vacios, A, B C Q) se cumple T""ANDB #
Z, para algin n > 1.

Es importante notar que, aunque estan relacionadas, las definiciones de mapeo
mezclante, topoldgicamente mezclante y topoldgicamente transitivo, no son equi-
valentes. Si un mapeo es topoldgicamente mezclante, entonces es topoldgicamente
transitivo, pero ninguna de estas dos propiedades nos permiten concluir que el mapeo
es mezclante.

Definicion 1.2.9. Decimos que una propiedad p se cumple para casi todo x € 2, o
bien que se cumple \—casi en todas partes, o bien que se cumple casi ciertamente,
si el conjunto de las x € Q para las cuales no se cumple p, tiene medida cero, es
decir:

A({z € Q: pno se cumple para z }) = 0. (1.5)

Definicion 1.2.10. Sea B la o—adlgebra de Borel sobre Q) y Br la o—adlgebra de
Borel sobre R. Una funcion f : ) — R es medible si para todo B € Br:

f7Y(B)eB. (1.6)

1.3. Enunciado formal del Teorema Ergdédico de Birkhoff

En esta seccién se presenta el enunciado formal del teorema de Birkhoff. Es-
te resultado puede encontrarse en textos estandar de Teoria Ergddica o sistemas
dindmicos en general. Ver por ejemplo en [16], [18].



Introduccion 6

Teorema 1.3.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea (€2, B, \) un espacio de proba-
bilidad. Sea T : 2 — Q y suponga que A es una medida T-invariante. Sea f: 2 — R
una funcion integrable. Definimos:

n—1
Sf(z) =Y f(T'(x)). (1.7)

1=0

Entonces, el siguiente limite existe para casi todo x € ():

F@) = lim <S8, f(x). (1.8)

n—oo n

/f*d/\:/fdA. (1.9)
Q Q

Adicionalmente, si A es una medida ergddica, entonces:

También:

Frz) = [ fdx (1.10)
/

Demostracion. Ver [16, Teorema 2.3]. 0O

El lado derecho de (1.8) es el limite del promedio temporal 15, f(z) y el lado
derecho de (1.10) se conoce como promedio espacial. Con esta nomenclatura, el Teo-
rema de Birkhoff establece que, en el limite y bajo la condicién de ergodicidad de
la medida, el promedio temporal converge casi ciertamente al promedio espacial. A
este tipo de convergencia le llamamos convergencia cas: sequra o bien convergencia
puntual. Es importante notar que la igualdad entre el promedio temporal y el pro-
medio espacial ocurre en el limite, pero para valores finitos de n puede haber una
diferencia entre estas dos cantidades. A esta diferencia le llamamos desvio.

Por otro lado, es un resultado conocido que convergencia puntual implica con-

vergencia en medida (ver por ejemplo [6, Seccién 23]), por lo tanto, para todo € > 0,
las siguientes cantidades tienden a cero cuando n tiende a infinito:

> e}) (1.11)
> e}> (1.12)

(1.13)

i =2 ({re 015w - @)

Sf (@)~ £ (@)

k>n

Pi(f)=A ({xEQ:sup

La ecuacién (1.11) representa la probabilidad de que la distancia entre el promedio
temporal hasta la iteracién n y el promedio espacial, sea mayor o igual que un € > 0
dado. La ecuacién (1.12) representa la probabilidad de que la mayor distancia entre
los promedios temporal y espacial a partir de la iteracién n, sea mayor que un € > 0
dado. A estas dos expresiones en conjunto, les llamamos probabilidades de desvio.
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La diferencia entre el promedio temporal y el promedio espacial, también tiende
a cero cuando n tiende a infinito. Al valor absoluto de esta diferencia le llamamos
desvio casi cierto:

Du(f) = | -0 f () — [*(a) (114)

A la tasa a la que estas cantidades tienden a cero para valores grandes de n le
llamamos rapidez de convergencia. Con estas ideas en mente, presentamos a conti-
nuacién la descripcién del problema que estamos interesados en estudiar en esta tesis.

1.4. Descripcién del problema

Aunque el Teorema de Birkhoff implica que p5,, PS5 y D, tienden a cero cuando
n tiende a infinito, el teorema no dice nada acerca de la rapidez a la que se produce
dicha convergencia. En otras palabras, el teorema no brinda informacién acerca del
valor que toman pf,, Py D, con valores finitos de n. Tomando en cuenta esta situa-
cién, tenemos dos objetivos especificos en esta tesis que enumeramos a continuacién.
En ambos objetivos nos restringimos al caso de sistemas dinamicos simbdlicos cuya

medida invariante es una medida de Gibbs.

1. El objetivo principal de esta tesis es encontrar estimaciones de (1.11) y (1.12).
Buscamos dar estas estimaciones en forma de cotas superiores para pf, y PS y
buscamos obtenerlas para observables f que son acotadas y continuas casi en
todas partes y para potenciales ¢ que son Holder continuos.

2. Adicionalmente a las estimaciones de p§, y P, también estamos interesados
en encontrar una estimacién del desvio casi cierto D,,. Al igual que en el caso
anterior, buscamos dar esta estimacién como una cota superior aplicable a
observables f que son acotadas y continuas casi en todas partes. Extendiendo el
caso para el punto anterior, realizamos nuestras estimaciones para potenciales
¢, cuya variaciéon decae en forma polinomial.

1.5. Comentarios acerca de las estimaciones uniformes

Es bien conocido que existen casos en los que la convergencia del Teorema de
Birkhoff puede ser arbitrariamente lenta o arbitrariamente réapida. El siguiente Teo-
rema ilustra este punto.

Teorema 1.5.1 ([23]). Sea Q = [0,1], B la 0—dlgebra generada por todos los inter-
valos abiertos de Q) y A la medida de Lebesgue. Sea T una transformacion invertible
que preserva la medida de Lebesque. Entonces:

1. Para cualquier secuencia monoténicamente convergente a infinito {b,}, existe
un conjunto medible A C Q de medida arbitraria A\(A) tal que:

n—1
=0

lim
n—oo
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para casi todo x € Q.

2. Para cualquier secuencia monoténicamente convergente a infinito {a,} con
a1 > 2, existe un conjunto medible B C Q de medida arbitraria \(B) tal que:

=3 s (TH@) ~ AB)| < (1.16)

7”
n’
para todo n > 1 y para casi todo x € €.

Demostracion. Ver [23]. 0O

Con respecto a la primera parte del Teorema 1.5.1, el Teorema de Birkhoff ga-
rantiza que + > XA( “(z)) — A(A) tiende a cero cuando n tiende a infinito.
Sin embargo, dado que la secuencia {b,} converge a infinito, la desigualdad (1.15)
implica que esta secuencia, cualquiera que sea, converge a infinito mas rdpido de
lo que - Zl "o xa (T (z)) — A(A) converge a cero. El Teorema es valido para cual-
quier secuencia monoténicamente convergente a infinito; en particular, si la secuencia
converge arbitrariamente lento, entonces la convergencia del promedio temporal al
promedio espacial también es arbitrariamente lenta. En este caso no tiene mucho
sentido preguntarse por la rapidez de convergencia del Teorema de Birkhoff: siempre
habra un conjunto A cuya funcién caracteristica converja mas lento que cualquier
rapidez de convergencia prescrita.

Con respecto a la segunda parte del Teorema 1.5.1, la situacién es anédloga. Dado
que la convergencia de {a,} a infinito puede ser arbitrariamente lenta y a1 > 2, se
tiene que < pueder ser arbitrariamente cercano a % Esto quiere decir cualquier
rapidez de convergen(na mayor a % es posible. Para lograr una rapidez de convergen-
cia més cercana a % solo se tiene que seleccionar una secuencia {a,} que converja
més lento. Por ejemplo, considere la secuencia dada por {a,} = 22"~ ! con a > 1.
Entre més cercano a 1 sea el valor de la constante «, mas lenta es la rapidez de
convergencia de {a,} a infinito y por lo tanto, méds cercana a % es la rapidez de
convergencia del promedio temporal al promedio espacial.

Estos resultados muestran que, en ciertos casos particulares, no es posible obtener
estimaciones que dependan solo de la transformacion T' y que sean independientes
del observable f. Aun més, en [4] se presenta el siguiente ejemplo que muestra un
caso en el que tampoco es posible obtener estimaciones que dependan solo del ob-
servable f y que sean independientes de la transformacion T'.

Ejemplo 1.5.1. Considere el espacio de medida dado por el circulo unitario y la
medida de Lebesgue. Sea el observable xgr la funcion caracteristica del lado derecho
del circulo. Para cada N € N dividimos el circulo unitario en 2N arcos iguales y
consideramos una transformacion Ty que mapea cada arco en el arco adyacente en
sentido antihorario. La figura 1.2 ilustra el ejemplo. Observamos que en este caso:

[ xwdr = = 3
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Fig. 1.2: Tlustracién del ejemplo 1.5.1 con N = 3.

Pero en estas condiciones, la rapidez de convergencia del promedio temporal a %
depende del valor de N. Entre mayor sea el valor de N, menor es la rapidez de
convergencia. Fsto significa que no se pueden obtener estimaciones independientes
de la transformacion Ty . La figura 1.3 muestra la convergencia para algunos valores
de N.

A pesar de estos resultados, el problema de determinar la rapidez de convergen-
cia del Teorema de Birkhoff si tiene interés si se delimita de forma adecuada. Esto
implica considerar restricciones tanto en el observable f como en la transformacién
T. En esta tesis nos enfocaremos en el caso en el que el observable cumple con la
condicion de regularidad de ser acotada y continua casi en todas partes. La trans-
formacién en la que estaremos interesados sera el mapeo o y la medida de Gibbs
que definiremos més adelante.

1.6. Definiciones y resultados preliminares para sistemas dinamicos
simbdélicos

En esta seccion presentamos los conceptos bésicos de Sistemas Dindmicos Simboli-
cos y medidas de Gibbs. Para ello definiremos la siguiente notacién que utilizaremos
a lo largo de esta seccién para el contexto simbdlico. Sea S un conjunto finito y
Q= SN Para g, y € €2, definimos una distancia en {2 mediante dg(z,y) = 6", donde
6 € (0,1) y N es el maximo entero para el que x; = y; para todo 0 < i < N.
Por convencién, si = y, entonces dg(z,y) = 0 mientras que si zg # yo, entonces

do(z,y) = 1.

Definicién 1.6.1. Sea S un conjunto finito y Q = SN. Al mapeo o : Q — Q dado
por (0x); = xit1, le llamamos mapeo shift.

Definicién 1.6.2. Sea S un conjunto finito y Q = SV. Al sistema dindmico (9, 0)
le llamamos sistema dindmico simbdlico.
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Fig. 1.3: Tlustracion del ejemplo 1.5.1 con algunos valores de V.

Definicion 1.6.3. Dada una secuencia zg, ..., zn—1 con z; € S, al conjunto dado por:
[20, ey Zn—1] = {:_E €EQhiwi=2,i=0,..,n— 1} ,
le llamamos cilindro de longitud n.

Definicion 1.6.4. Sea ¢ : Q0 — R una funcion continua. Para cadam > 1, definimos
la m—wvariacion de ¢ como:

var, (@) = sup{’(l)(@) - <;S(y)| cx =y, i =0,..,m—1}.

Notamos que la variacién mide cudnto puede variar la funcién ¢ en cilindros de
longitud m. También notamos que, dado que ¢ es Holder continua, var,,(¢) tiende
a cero cuando m tiende a infinito.

El siguiente lema permite caracterizar tanto a las funciones Holder continuas
como a las funciones Lipschitz continuas con respecto a la distancia definida al
principio de esta seccién.

Lema 1.6.1. Sea f: Q) — R. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. f es Holder continua con exponente o, con respecto a la distancia dg.
2. [ es Lipschitz continua con respecto a la distancia dga.

3. var,(f) < COY™ para todo m > 1.
Demostracion.

1 = 2 Dado que f es Holder continua con exponente «, se tiene que existe h € R,
tal que, para todo z,y € (2

1f(@) — F@)| <R (0Y)" = h(0*)N = hdge(z,y).

Con lo que se concluye que f es Lipschitz continua con respecto a la distancia dga.
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2 = 3 Dado que f es Lipschitz continua con respecto a la distancia dgy«, se tiene que
para todo z,y € ()

|f(z) = fy)| < CE)N.

En particular, la desigualdad se cumple para z, y tales que x; = y; coni =0, ..., m—1.
Es decir:

vary, (f) = sup{|f(g) — f(y)| cx; =v,1=0,...,m— 1} < C(HO‘)N

Dado que z; = y; parai = 0, ...,m— 1, se tiene que N > m, por lo que (%) < (§*)™
(esto es porque 6% € (0,1]) con lo que:

var,, (f) < C(0*)N < C(6*)™ = chom.
3 =1 Sean z,y € Q y sea M el méximo entero para el que x; = y;. Entonces:

|f'l: )|<Sup{’fz f(y)’:xi:yiaizoa'"aM_l}:VarM(f)'
Pero por hipétesis varys(f) < CH*M por lo que:
|f(z) = f(y)| < vara(f) < COM = C (6M)"

Con lo que se tiene que f es Holder continua con exponente «, con respecto a la
distancia dg. O

A continuacién definimos una medida de Gibbs que es el tipo de medida en el
que estaremos interesados de aqui en adelante.

Definicién 1.6.5. Decimos que ji4 es una medida de Gibbs con potencial ¢ si existen
constantes C' > 1 y P > 0 tales que:

u¢{y€§2 yl—xz,Vze Om}

« exp (—Pm + Zk:o )

<C. (1.17)

para todo x € Q y para todo m > 1.

Note que, salvo por una constante, la medida de Gibbs del cilindro [z, ..., Zymm—1]
estd dada por exp (ZZZJ 10) (O’k (:_U))) Esto quiere decir que el potencial es la fun-
cién que asigna los pesos de las entradas de la secuencia z en el valor de la medida ji4.

La medida de Gibbs generaliza el concepto de distribuciéon de Gibbs utilizado
en Mecanica Estadistica. Suponga que un sistema fisico tiene n estados posibles
denotados (9, con i = 1, ..., n y que cada estado tiene una energia asociada denotada
E(;r:(i)). Bajo ciertas condiciones, la probabilidad de que el sistema se encuentre en
el estado 29) estd dada por la distribucién de Gibbs:

—BE(z(9))
) e —
iy e Bt
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donde 8 = kE%T, kp es la constante de Boltzmann y T es la temperatura en Kelvin.
El estado del sistema completo esta determinado por el estado de sus particulas
individuales. La medida de Gibbs surge entonces como el comportamiento limite de
la distribucion de Gibbs cuando el sistema esta constituido por un gran nimero de
particulas.

Aunque su origen estd en Mecédnica Estaditica, la medida de Gibbs se encuen-
tra implicita en muchos mapeos f : X — X. Para ilustrar este punto, suponga
que hacemos una particiéon finita del conjunto X y asignamos a cada elemento de
la particién un simbolo. A continuacién tomamos una condicién inicial en X y co-
menzamos a iterar el mapeo f, pero en lugar de estar interesados en el valor de
cada iteracién, estamos interesados el simbolo que corresponde al elemento de la
particién en la que se encuentre el valor de la iteracién. En esta situacién, la orbita
del mapeo f puede ser vista como una secuencia de simbolos. El conjunto de to-
das las secuencias posibles forma un espacio de simbolos y el mapeo o es visto como
el mapeo que devuelve el simbolo correspondiente a la siguiente iteracién del mapeo.



2. Estimaciones de la probabilidad de desvio

En este capitulo se presentan algunos de los resultados existentes en la literatura
relacionados con estimaciones de pf, y PS5 definidas en las ecuaciones (1.11) y (1.12).
Brevemente, los resultados que se presentan son como sigue.

En [3] los autores muestran que para funciones esencialmente acotadas, un de-
caimiento exponencial de pf, implica un decaimiento exponencial de P;. Esto quiere
decir que, si conocemos una estimacién de p, cuyo decaimiento es exponencial, po-
demos utilizarla para obtener una estimacién de PS¢ (la cual tendrd también un
decaimiento exponencial).

En [1], los autores muestran que, a partir de una estimacién de p, para fun-
ciones Holder continuas, puede obtenerse una estimacién de p§, para funciones que
no son necesariamente Holder continuas pero que cumplen la condicién de Holder
localmente (es decir, dado un = € Q, la condicién de Holder se cumple para todo
y € Ns(x), donde Ny(z) es la vecindad de x de radio 4).

En [8], los autores toman como base una desigualdad de momentos presentada
en [9] y la utilizan para obtener una estimacién de pf, aplicable en el contexto de
sistemas dindmicos simbdlicos con medida de Gibbs. Esta desigualdad aplica sola-
mente a medidas de Gibbs con potenciales que son Holder continuos.

En este capitulo se incluye también, una breve introduccién a la Teoria de grandes
desvios y se presentan desigualdades de pf, obtenidas mediante la aplicacién de esta
teorfa. El contenido de esta introduccién esta basado principalmente en [7] y [5].

2.1. Estimaciones de P:(f) a partir de estimaciones de p:(f)

En esta seccién se presentan los resultados de [3]. Para el propdsito de esta tesis,
el resultado principal de este articulo es que, para funciones esencialmente acotadas,
un decaimiento exponencial de pf, implica un decaimiento exponencial de Py. Este
resultado se presenta en el Teorema 2.1.6 y su demostracién se basa en el Teorema
2.1.3 y en algunos otros lemas adicionales que también se presentan en esta seccién.
Comenzamos presentando los lemas necesarios para la demostracion del Teorema
2.1.3.

A continuacion haremos algunas precisiones importantes que serdn aplicables en
lo que resta de esta tesis. Observamos que || f — f*||coc = 0 implica que f(x) = f*(z)
para todo = € €). En este caso, el promedio temporal y el promedio espacial son
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iguales para todo n > 0 y por lo tanto no hay rapidez de convergencia qué estimar.
Por ello, de aqui en adelante asumimos que ||f — f*||cc # 0. También, asumimos
que la medida A es ergddica. Por el teorema 1.3.1, esto significa que la funcién
f*(x) = lim,_o0 Ap f(x) es una constante dada por [, fdA. Por ello, en lo que
resta de esta tesis, escribimos f* en lugar de f*(x). Por dltimo, para simplificar la
notacién, de aquf en adelante denotamos A, f(z) = 15, f(z).

Lema 2.1.1. Dado ¢ > 0, suponga que se cumple |A, f(x) — f*| < §, para algin

n > 1 y para todo x € Q). Sea M un entero tal que M € [0, ﬁ . Entonces
se cumple la siguiente desigualdad: ~
1 ne
— < — — f* . .
Aniarf (@) = £ < 2 [T+ MIF = Flle] < (2.1)
Demostracion. Se observa que:
1 &,
Any1f(x) = na1 ;f(T (z))
1 n—1 4
- T [ D@+ )
1
= A, ™ .
(1A (@) + F(T (@)
Luego:
(2.2
(n+1)Ans1 f(z) = nAnf(z) + f(T"(2)). (2.3)
También, dado que ||f — f*||cc = Sup,eq |f(x) — f*|, se tiene:
—f = Flloo < F(T™(2)) = f* < If = F¥loo- (2.4)
Por hipétesis, |4, f(z) — f*] < §, por lo que:
€ €
< _ fr < =
L <A@ - £ <5
—% < ndAnf(z) —nf* < % (2.5)

Sumando (2.5) y (2.4) se obtiene:
— 5 =1 = Flloo S nAf@) —nf* + FT"@) = f < T4+ = Flle (26)
Sustituyendo (2.3) en (2.6) se obtiene:
— 5 =l = Flle €+ DA f@) —nf = < T =l 27)

Dividiendo entre n + 1:

1

1
g |5 I = Fllee) € Awa fl@) — £ <

<[5 I -Tle]  @8)
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Observamos que:

1
n+ M

1 [ne

+ MIf = ko]
(2.9)

siempre que M € [ ] La desigualdad (2.9) es equivalente al extremo

ne
0, 57—
2/1f = f*llo

izquierdo de (2.1). Por otro lado, como M < ﬁ, se puede ver que:
ne ne
ML ——=M<
2f = f*llos 2(1f = f*lloc —€)
. ne
= M(If = fllo =€) <
. ne
= MIIf = Fllo + 2 < eln+ M)
1 TE
"L M| f - OO} . 2.10
= 7 |5 M= Fll] <€ (2.10)
Uniendo (2.10) y (2.9) se llega a (2.1). Esto completa la demostraciéon del Lema
2.1.1. O

Lema 2.1.2. Sean r = yn > 1. Para N € (0,00), sea ny el

€
1+ o

2|f = f*lloo
minimo entero no menor que nr’Y. Entonces se cumple la siguiente desigualdad.

Pr<y )\{x eN: sup  |Apf(z) — f*] > 26} <Py (2.11)
N=0

N=0 nrN <k<nrN+1

Demostracion. El extremo izquierdo de (2.11) se sigue de los siguientes célculos:

k>n

:/\<{x6Q: sup |Arf(z) — f7 ZQG}U

P2(f) = A ({ € Q:sup|Apf(a) — f7] = 2})

n<k<nr
nr<k<nr2

xeQ: sup |Apf(z)— f*]> 2€}U

nr2<k<nrs

r€e€Q: sup |Akf(x)—f*|>26}U...>

A —N —/

nrN <k<nrN+1

< i)\{xeﬁz sup | A f(z) — f*] >2e}. (2.12)
N=0

Donde, en el dltimo paso, se utilizo el inciso 2 de la proposicion 1.2.1 enunciada en
la seccién 1.2. Para demostrar el extremo derecho de (2.11), es suficiente mostrar
que la siguiente desigualdad es vélida para todo N € (0, 00):

/\{mEQ: sup |Akf(:r)—f*|226}§/\{:r€ﬂtAan(.’B)—f*|Z€}.

nrN <k<nrN+1

(2.13)
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Por el inciso 1 de la proposicién 1.2.1, para mostrar (2.13), es suficiente mostrar:

nrN <k<nrN+1

{er: sup |Akf(x)f*|226}§{x€Q:Aan(a:)f*|26}.
(2.14)

Por ello, nos enfocaremos en mostrar (2.14) y lo haremos mediante contrapositiva.
Seay ¢ {x € Q:|An, f(x) — f*| > €}. Entonces |A,, f(y) — f*| < e. Por el Lema

2.1.1, se tiene que A,y f(y) — f*| < 2¢, para todo M € [O, ﬁ}, o bien:

(2.15)

|Amf(y) 7f*| <2, VYme€e |:nN;nN+ nye :| .

21f = f*lloo

Dado que ny es el minimo entero no menor que nr

del intervalo [nr™, nrN*t1] es ny. Ademas:

, se tiene que el menor entero

N+1 _ N _ €
nr =nr rSnNr—nN(1+>.

Esto quiere decir que los enteros en el intervalo [nr™", nr¥ 1] son un subconjunto de

los enteros del intervalo |ny,ny + Le* . Por (2.15), se tiene que:
2/f = f*lloo
|[Amf(y) — f*| < 2¢, Vm € [ nrNH. (2.16)

Esto quiere decir que sup,,n<pp.N+1 |[Arf(y) — f*| < 2€, y por lo tanto y ¢
{z € Q:supncpepna |Apf(x) — f*] > 2¢}. Por contrapositiva y monotonicidad
de la medida, se concluye que (2.14), y por lo tanto (2.13), se cumplen para todo
N € (0,00), lo cual significa que:

o0 o0
Z/\ x€eQ: sup |[Akf(z) — f*| > 2ep < prw. (2.17)
N=0 nrN <k<nrN+1 N=0

Con (2.17) se completa la demostracién del extremo derecho de (2.11) y también la
demostracién del Lema 2.1.2. O

Fl siguiente Teorema, establece que, bajo ciertas condiciones, es posible obtener
una desigualdad de P¢ a partir de una desigualdad de pf,. !

Teorema 2.1.3 ([3]). Sea f una funcién esencialmente acotada y sea la funcion
o(z) : Rt — RT una funciédn mondtona decreciente a cero para x > x9 > 1.
Suponga que existen M(e) > 0 y ng tales que, para todo n > ng > 1:

/Oowf)dx < M(e)p(n). (2.18)

Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

! El Teorema en [3] se presenta con la notacién de o y O. Vea la seccién A.2 del apéndice para
revisar los comentarios acerca de esta notacién.
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1. Ezisten constantes C1(€) >0 yny > 1 tales que pS(f) < Ci(e)p(n),Vn > ny.
2. Ezisten constantes Ca(€) > 0 y ng > 1 tales que P5(f) < Ca(€)p(n),Vn > ng
Demostracion.

1 = 2 Suponga que se cumple la proposicién 1 y defina r y ny igual que en el Lema
2.1.2. Se tiene que ny > nr™ > n > ny. Utilizando el Lema 2.1.2 se tiene:

PX< Y phy <Ci(e) Y plny), (2.19)
N=0 N=0

para todo n > nji. Dado que ¢ es mondtona decreciente para todo x > xg, se
tiene que ¢(ny) < @(nr), para todo n > xg y para todo N € (0,00). Por lo
tanto:

Donde hemos utilizado el Lema A.4.2 presentado en el apéndice de la tesis.
Ahora hacemos el cambio de variable y = nr®, con r = 1 + m Dado

dy —_ dy
nrelnr  ylnr

> p(nn) < p(n) + L /oo 2, (2:20)

= Inr Y

< o(n) + M iy = (1 n M”) on).  (221)

Inr Inr

que r no depende de y, se tiene que dx = y por lo tanto:

Que es véalida siempre que (2.18) sea valida, es decir, para todo n > ng. Unien-
do esta tltima desigualdad con 2.19 se obtiene P2¢ < Cj(e) (1 + ]‘1{1(;)) e(n),

para todo n > méx(ng,n1,zo). Haciendo Caz(e) = Cy(e) (1 + %f?) y ng =

maéx(ng, ny, o) se completa la demostracién de la primera implicacién.

2 = 1 Para demostrar esta implicacién, primero mostraremos, mediante contraposi-
tiva, que se cumple pf, < Py para todoe >0y n > 1.

n

Sea y ¢ {z € Q:sup>, [Apf(x) — f*| > €}; esto quiere decir que:
sup [Af(y) — f*] <e.
k>n

En particular |A, f(y) — f*| < e, por lo que se tiene ademds que

yE{eeQ:[Anf(x) = [ =€}

Por contrapositiva se tiene que si y € {x € Q: |A, f(x) — f*| > €}, entonces
y € {z € Q:supys, |Arf(z) — f*] > €}. Esto significa que:

{r€Q:|Auf(z) — [ > &) € {x € Qs sup [Apf(x) — [7] > } . (222)
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Por la proposicién 1.2.1, se tiene que (2.22) implica para todo n > 1:

A{z € Q1 [Af(2) — £ = ) < A ({ €0 sup [Apf(z) — f*] > }) .

k>n
(2.23)

Sustituyendo (1.11) y (1.12) en (2.23) se obtiene pf, < P¥.

Ahora suponga que se cumple la proposicién 2. Dado que pS, < P, se tiene que

pS, < P < Cy(e)p(n) para todo n > ng. Haciendo Cy(e) = Ca(€) y n1 = ng se
completa la demostraciéon del Teorema.

O

A partir del Teorema 2.1.3, los autores de [3] obtienen estimaciones de P aplica-
bles para diferentes formas de decaimiento de pf,. En esta tesis revisaremos solamente
el caso de decaimiento exponencial, que es el caso en el que estamos interesados para
aplicarlo mas adelante. Los dos lemas y el teorema siguientes muestran en conjunto,
la forma en que se obtienen estas estimaciones de P, a partir del decaimiento expo-
nencial de pS,. Antes de presentar los lemas, recordamos la definicién de la funcién
gamma incompleta I'(a, z) = [ e~ "t*"1dt con a,x € R.

Lema 2.1.4. Para todo y(¢) > 0 yn > 1, la funcidn dada por o(z) = e~ 77 cumple
la desigualdad 2.18 con M(e) > e"IT(0,~(e)).

Demostracion.

L [% () () /Oo - (@) ©
—_— _ = emn = ene < er .
o) /n . dx =e i . dx =e (0,v(e)n) < e (0,7(¢))

O

Lema 2.1.5. Sea ¢(z) : Rt — R' una funcidn que satisface 2.18. Entonces, para
todo 6(e) > 0, la funcidn p(z) = (%)) también satisface 2.18.

Demostracion.
> p(z) > () 1 [ (y) M(e) sy _ M(e)
——dr = dr = — —Zrdy < N = .

I R P MU B P
d

Donde hemos hecho el cambio de variable y = z° con lo que da = x—(sy Esto completa
Yy

la demostracién del Lema 2.1.5. O

Teorema 2.1.6 ([3]). Suponga que f es una funcién esencialmente acotada. En-
tonces para cada € > 0 fijo, si pS, < C’(e)e‘V(E)"é(e> para algunas constantes y(e) > 0,
8(€) > 0 para todo n > ng(e€), no(e) € Z*, entonces:

i< 0o (1+ ) O (224)

€
Donder =1+ ———+—.
2||f_f*||oo



2. Estimaciones de la probabilidad de desvio 19

Demostracién. Utilizando los lemas 2.1.4 y 2.1.5 se tiene que p(z) = e 102"
& IT(0,7(e))
5(¢)
de la proposicién 1) del Teorema 2.1.3 con C1(e) = C(€) y n1 = ng(e€). Por lo tanto,

utilizando la proposicién 2) del mismo teorema, se satisface:

In(1+1/v(e)) (YO
< C(e) <1+5(6)lnr(6)>6 v(On>e

Donde, en la ultima desigualdad hemos utilizado la siguiente propiedad de la funcién
gamma incompleta [10, desigualdad 5.1.20], valida para todo x > 0:

satisface 2.18 con M(e) > . Notamos que se satisfacen las condiciones

1
e*T'(0,z) < In <1 + ) .
x
Esto completa la demostracién del Teorema 2.1.6. O

2.2. Estimacion de p, para funciones acotadas y continuas casi en
todas partes

En esta seccién se presentan con todo detalle, los resultados de [1]. Estos resulta-
dos permiten encontrar estimaciones de pf, para funciones acotadas y continuas casi
en todas partes, utilizando como base estimaciones para funciones Hélder continuas.
A lo largo de esta seccién, usaremos la siguiente notacién.

= Sea f : ) — R una funcién acotada y continua A casi en todas partes. Deno-
tamos la norma infinito de f como:

1 flloo := sup | f(y)]- (2.25)
yeN

= Para x € Qy § > 0, definimos los siguientes conjuntos:

Si(@) = {f ) +2lf |0~ d* (2, y) 1y € O,
S3(x) : = {f(y) = 2/ fllocd ™" d*(z,y) 1y € Q.

= Para § > 0, denotamos la vecindad de x de radio 6 como:
Ns(z) :={y € Q:d(z,y) < d}. (2.26)

= Con f: Q — R una funcién medible, denotamos la medida de la funcion f
como:

A = [ rax

Presentamos ahora algunas definiciones y lemas, y posteriormente presentamos los
teoremas de [1] y su demostracién.
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Definicion 2.2.1. Sea Q un conjunto equipado con una métrica d. Decimos que
una funcion f:Q — R es Holder continua con exponente o € (0,1] y lo denotamos
f € Hy(Q), si existe una constante h > 0 tal que, para todo xz,y € Q:

|f(z) = f(y)| < hd®(z,y). (2.27)

Denotamos hy al minimo valor de h para el que se cumple (2.27). Adicionalmente,
si la desigualdad (2.27) se cumple con o = 1, decimos que [ es una funcion Lipschitz
continua.

Definicién 2.2.2. Decimos que una funcion f : Q — R pertenece a la familia F,
st es A integrable y ademds, para todo 6 > 0, existen funciones Hélder continuas g‘f,
g5 € Hy(Q) para las cuales:

$<f<gd (2.28)
A(90) +106) 2 M) 2 A (98) — 16), (2.29)
donde 1(§) — 0 cuando 6 — 0.

El siguiente teorema permite caracterizar a las funciones acotadas que pertenecen
a la familia .%#,. Esta caracterizacion serd ttil posteriormente para obtener una
estimacién de p§, para una funcién f € .%,. Aunque la prueba del Teorema se
encuentra originalmente en [1], en esta tesis la presentamos con todos los detalles
que no aparecen desglosados en el articulo.

Teorema 2.2.1 ([1]). Sea o € (0,1]. Una funcion acotada f pertenece a la familia
Fo sty solo si f es continua A\ casi en todas partes.

La demostracién del teorema se basa en una serie de lemas que presentamos
a continuacion. Posteriormente presentamos la demostracién del teorema, la cual
consistira solamente de algunas lineas referenciando cada uno de los lemas.

Lema 2.2.2. La desigualdad (2.28) se cumple con las funciones ¢ y g5 dadas por:

9i(x) = inf Si(x) (2:30)
gg(x) = Slelg Sg(m) (2.31)

Demostracion. Observamos que, dado que x € €2, se tiene que:
F(@) +2||f[locd ™" d* (2, ) € S} (x)
f(@) = 2| fllocd ™" d*(x, ) € S5(x).

Por propiedades de la métrica, d(x,x) = 0 por lo que se tiene que f(z) € S{(x) y
f(x) € S3(z). Por definicién de inf y sup se tiene que:

f(x) = inf S}(z) = g7 (x)
ye

fz) < zzg S3(x) = ().

Estas dos desigualdades son equivalentes a (2.28). O
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Lema 2.2.3. Las funciones g y g3 definidas mediante (2.30) y (2.31) son Hélder
continuas con respecto a la métrica definida en €.

Demostracion. Utilizando el Lema A.4.4 presentado en el Apéndice, se tiene que
para todo z, z € §2:

9i(@) — ¢} (2)

inf {f@) +2/|fl|c6™*d*(z,y) } — inf {f) + 2/ flloc6*d*(2,)}
< sup {1/ ) + 2/ fllocd ™ d%(z,y) = () = 2[|fl]ocd > d*(2,9)| }
Y
= sup {2[| fl|ocd ™ *|d*(z, y) — d*(z,)|}
yeN
< 2[| fllocd™“sup {|d¥(z, 2)|}
ye

= 2[|fllocd™* d% (2, 2).

Con lo que g} es Holder continua con minima constante Holder hy < 2||f||ocd ™.
Similarmente para g3:

g5(x) — 93(2)‘ = [sup { f(y) = 2[|fllocd™*d*(x,y) } —sup { f(y) — 2[|fllocd~*d*(2,9)}
yeQR yeN
< sup {|£ @) = 2l flloed ™ (2, y) = f(y) + 2| fllocd ™ d*(2,9)| }
< sup {2[| f]lood ™| (2, y) — d* (2, y)|}
yeN
< 2[| fllood ™ sup {[d*(z, 2)}
yeN
=2|[fllecd™* d*(z, 2).

Con lo que g también es Holder continua con minima constante Holder Ay
2| fllocd ™. Esto completa la demostracién del Lema 2.2.3.

CTIA

Lema 2.2.4.
1) Sea 5 € Q tal que gd(x) = f(7) + 2||f]|ocd ™ d*(x, ). Entonces § € Ns(x).
2) Sea i € Q tal que g3(x) = f(§) — 2|/ f||ocd~* d*(z,9). Entonces j € Ns(x).

Demostracion. Demostraremos 1) y 2) por contradiccién. Sea i € Q tal que g9 (z) =
5 @) + 2/|fllcd"*d¥(x,§) vy supongamos que § ¢ Ns(z). Por (2.26) se tiene la
siguiente serie de implicaciones:
d(z,79) > 6 = d%(=,y) > §¢
= f(@) +2[[fllocd™ " d%(z, §) > f(7) + 2|| fllocd 6"

= g1 () > f(5) + 2l fll
= g1(2) > [|f]- (2.32)

Pero por (2.25), se tiene que ||f||oo > f(), V2 € ©, lo cual conduce a que gf(z) >
f(z). Pero esto contradice el resultado del lema 2.2.2. Por contradiccién concluimos
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que § € Ns(z). Similarmente, sea § € Q tal que g3(2) = f(7) — 2||f]lecd ™ d*(z, §)
y supongamos que § ¢ Ns(z). Por (2.26) se tiene la siguiente serie de implicaciones:
d(z, )>5:>d (x,9) > 0°
F@) =2/ fllee6™ d% (2, 5) < () = 2[[f]locd™ 0"
=>gz( ) < f(@) =2/l
= g5(x) < =||flloo- (2.33)

Nuevamente (2.33) y (2.25) conducen a una contradiccién con el resultado del lema
2.2.2, por lo que se concluye que § € Ns(z). Esto completa la demostracién del lema
2.2.4. 0

Lema 2.2.5. Defina:

wr(d,x) := sup |f(z) = f(y)]- (2.34)

yENs(2)
Entonces, con ¢{ y g5 dadas por (2.30) y (2.31) se cumple:

f@) —wp(6,2) < g(x) < f(x) < g3(x) < fla) + wp(d,x). (2.35)

Demostracién. Dado que ya hemos probado (2.28), para probar (2.35) s6lo debemos
probar sus extremos. Es conveniente observar que (2.34) implica lo siguiente para
todo y € Ns(x):

wy(6,2) 2 [f(x) = f(y)l = f(2) — fy) (2.36)

wr(0,2) > |f(x) = f()| = |f(y) = f(@)| = f(y) — f(a). (2.37)
Teniendo esto en mente, sea gy definido igual que en el lema 2.2.4 y considere los
siguientes cdlculos:
f(@) = gi(x) = f(2) = £(7) = 2l|flleed ™ d*(z,7)

< f(z) = f(@)

< Wf((s l‘) (2.38)
Donde hemos utilizado las definiciones de ¢{(z) y w¢(6,x), asf como el hecho de

que § € Ns(z). La desigualdad (2.38) es equivalente al extremo izquierdo de (2.35).
Similarmente:

g3(x) = f(2) = (@) = 2/ fllocd™* d%(2,7) — f()

< wy(6, ). (2.39)

La desigualdad (2.39) es equivalente al extremo derecho de (2.35). Esto completa la
demostracién del Lema 2.2.5. O

Lema 2.2.6. La desigualdad (2.29) se cumple con l(§) = wy(d, x).
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Demostracion. Este resultado se sigue de aplicar la medida A a la desigualdad (2.35):

f@) —wp(6,2) < g(x) = Mf) — Mwy) < Ag})

= AMg)) + Mwy) > A(f) (2.40)
95(x) < f(x) +wp(6,2) = A(gh) < A(f) + Awy)

= A(g5) — Alwy) < A(S)- (2.41)

Las desigualdades (2.40) y (2.41) son equivalentes a (2.29) si definimos [(§) =
wy(d,x). Notamos también que wys(d,2) — 0 cuando § — 0. Esto completa la de-
mostracién del Lema 2.2.6. U

A partir de estos lemas, presentamos a continuacion la demostracién del Teorema
2.2.1.

Demostracion del Teorema 2.2.1.

= Esta implicacién se demuestra mediante contrapositiva utilizando el Teorema
?7?. La doble implicacién de ese Teorema nos permite concluir que si f no es
acotada y continua A casi en todas partes, entonces no puede ser A—integrable.
Dado que no puede ser A—integrable, tampoco puede pertenecer a la familia

Fa.

< Dado que f es acotada y continua A casi en todas partes, se tiene por el
Teorema ?? que también es A—integrable. El Lema 2.2.3 permite concluir que
g‘f y gg son Holder continuas y los lemas 2.2.2 y 2.2.6 muestran que ademas
cumplen las ecuaciones (2.28) y (2.29) donde [(§) = wys(d,x) tiende a cero
cuando 0 tiende a cero. Estos resultados en conjunto, muestran f satisface la
definicién 2.2.2 y por lo tanto pertenece a la familia .%,. Esto completa la
demostracién del Teorema 2.2.1.

O

El siguiente Teorema permite obtener una estimacién de p5,(f) para funciones
f acotadas y continuas A casi en todas partes. Esta estimacién se obtiene a partir
de estimaciones de p§, para funciones Holder continuas. Su demostracién se basa
en el Teorema 2.2.1 y en la aplicacion del Teorema de Birkhoff a las funciones
A—integrables g‘f y gg . Aunque esta demostracién se encuentra originalmente en [1],
en esta tesis la presentamos con todos los detalles no desglosados en el articulo.

Teorema 2.2.7 ([1]). Sea Q un espacio métrico y sea (Q,B,\) un espacio de pro-
babilidad. Sea T : Q2 — Q y suponga que A es una medida ergddica. Entonces, para
toda funcion f: Q — R acotada y continua A casi en todas partes, para todo 6 > 0
y para todo o € (0,1], existen funciones Holder continuas g2, g5 € Huo(Q) y 1(8) > 0
tales que, para cualquier € > 0 y para todo n > 1:

psO(f) < w5 () + 05 (d5), (2.42)

donde 1(§) — 0 cuando 6 — 0.
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Demostracion. Dado que f es acotada y continua A\ casi en todas partes, por el
teorema 2.2.1 se tiene que f € .%,. Es decir, existen funciones Holder continuas
92,95 € Hy(9Q) tales que, para todo § > 0 se cumplen (2.28) y (2.29). La desigualdad
(2.28) implica:

Angl(z) < Apf (@) < Angl(2). (2.43)

También, las condiciones del Teorema de Birkhoff se cumplen con las funciones
A—integrables f, g‘f y gg con lo que se tiene que:

A= [ 1ar= [ rar=r (2.44)
Moh) = [giar= [ofar=gf". (2.45)
Ag3) = /ggdA = /gg*d/\ =g (2.46)

Utilizando las ecuaciones (2.44), (2.45) y (2.46), definimos los siguientes conjuntos:

FO={xecQ:|A.f(x)— f*| > e+1()}, (2.47)
Gl ={zeQ: | Augl@) - g 2 ¢}, (2.48)
GS = {:c €0 | Angd(z) — 87| > e} . (2.49)

Usando estas definiciones y la ecuacién (1.11), podemos escribir:

PO () = MED), (2:50)
Palg]) = MG1), (2.51)
P(98) = MG5y). (252)

Utilizando (2.50), (2.51) y (4.14) podemos reescribir (2.42) como:
MED) < A(GS,) + A(GS,). (2.53)
Por otro lado, utilizando la proposiciéon 1.2.1, sabemos que:
A(GS, UGS, < A(GS,) + MGY,). (2.54)
Por lo tanto, para mostrar (2.42), es suficiente mostrar que:
MES) < MGS, UGS,). (2.55)

Por la monotonicidad de la medida (proposicién 1.2.1), se tiene que si FS € G4, U
ng, entonces se cumple (2.55). Nos enfocaremos entonces, en mostrar que:

reF’=>zeGS, UGS, (2.56)

Una forma de mostrar esto es mediante la proposicién contrapositiva. Sea z ¢ G‘lsn U
G3,,. Esto significa que = ¢ GY,, v que z ¢ G3,. Dado que = ¢ GY,, se tiene de
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(2.48) que |Angl(x) — M(g9)| < €. Esta desigualdad, usando (2.29) y (2.43), tiene la
siguiente serie de implicaciones:

> A(g9) +1(8) — Ang! (2)
> A(f) = Angt (2)
> Af) — Anf(2). (2.57)

Anélogamente, dado que x ¢ G3,, se tiene de (2.49) que |A,95(x) — A(g9)| < €. Esta
desigualdad, usando (2.29) y (2.43), tiene la siguiente serie de implicaciones:

—€ < Angy(x) — Mg3) < €= Anf(x) = A(gh) < €
= A(98) — Anf(x) > —e
= A(g3) —1(0) — Anf(x) > —c —1(9)
= M f) — Anf(x) > —€ = 1(6). (2.58)

Las desigualdades (2.57) y (2.58) son equivalentes a |A,f(x) — A(f)] < €+ I(9).
Recordamos que F = {z € Q: |A,f(z) — A(f)| > e +1(8)} por lo que se tiene que
x ¢ F,‘f Por contrapositiva se concluye que (2.56) es verdadera y por lo tanto
Por la monotonicidad de la medida, esto significa que A(F?) < A\(GS,, UGS,,) v por lo
tanto A(F?) < A(G3,)) + M(GS,,). Utilizando las definiciones de pS, y PS se tiene que

pa () < p,(g3) + 5 (93). Esto completa la demostracién del teorema 2.2.7. [

Es importante notar que las hipotesis del Teorema 2.2.7 son muy generales en
el sentido de que no establecen restricciones sobre el espacio de probabilidad mas
que () sea un espacio métrico y A sea una medida ergddica con respecto a una
transformacion T : 2 — . Esto es importante ya que en la seccién 4.1, estaremos
interesados en aplicar el teorema en espacios de probabilidad en los que £ es un
espacio de secuencias y A es una medida de Gibbs.

2.3. Teoria de grandes desvios

En esta seccién se presenta un breve resumen de la teoria de grandes desvios. Esta
teoria estudia la probabilidad de que la media empirica de n variables aleatorias,
tome valores alejados € de su valor esperado. A partir de esta teoria, es posible
encontrar estimaciones de pf,. Para comenzar, consideramos la suma de variables
aleatorias reales X1, Xo, ..., Xj:

Sn(X) = zn: X; (2.59)
=1

Estamos interesados en estudiar el comportamiento estadistico de %Sn, en particu-
lar, nos interesa saber si sigue alguna distribucién de probabilidad y qué forma tiene
esta distribucién. Si asumimos que las variables aleatorias X; son independientes e
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idénticamente distribuidas, por el Teorema del Limite Central, %Sn tiende a una va-
riable aleatoria distribuida de forma Normal. Sin embargo, si las variables aleatorias
no son independientes o idénticamente distribuidas, no podemos aplicar el Teorema
del Limite Central directamente en todos los casos. Ademds, es importante notar
que este teorema es vélido en el limite y no dice nada acerca de la distribucién de
%Sn para valores finitos de n. La Teoria de Grandes Desvios se enfoca en encontrar
la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria %Sn denotada P(%Sn = 3).
Note que P es la probabilidad con la que se distribuyen las variables aleatorias X7,
X9,..., Xn. En este contexto, presentamos la siguiente definicion:

Definicion 2.3.1. Decimos que una variable aleatoria A, cumple un principio de
grandes desvios con funcion tasa I(a) si el siguiente limite existe:

lim 1 InP(A, =a) = I(a). (2.60)

n—oo n

A partir de esta definicién, se sigue que, si podemos escribir P(A, = a) como
P(A, = a) = e @+ donde # — 0 cuando n — oo, entonces A, cumple un
principio de grandes desvios. Esto es asi ya que:

P(A, = a) = e M@0 1y P(A, = a) = —nl(a) + o(n
= —llnP(An =a)=1I(a)—
n

= lim —llnP(An =a) = I(a).

n—oo N
Con valores de n muy grandes, @ ~ 0 y podemos aproximar P(A, = s) mediante:
P(A, =a)~ e ™M@ (2.61)

El siguiente ejemplo ilustra el caso de una variable aleatoria, para la cual se puede
demostrar de forma directa, que cumple un principio de grandes desvios y se puede
encontrar la funcién tasa.

Ejemplo 2.3.1. Considere la variable aleatoria A, (X) = %SH(X) donde las X; son
variables aleatorias independientes que toman valores de 0 o 1 con igual probabilidad.
Dados valores x1, ..., %y, con z; € {0,1}, por la independencia de las X;, se tiene
que:

1

P(X =) = P(X) = 1, X = 00) = o1

Para obtener P(A,(X) = a), tenemos que sumar sobre todos los valores de x1, ..., xn
tales que An(z) = a. Dado que la probabilidad P(X = x) = 5 es la misma para

2?2
toda secuencia 1, ..., Ty, con x; € {0,1}, se tiene:
1
P(A,(X)=a)= > PX=z)= oot (o An(z) = a}.
z:An(z)=a

Donde # denota la cardinalidad del conjunto. Ahora hacemos notar que, dado que
Ay (z) sdlo puede tomar los valores 0,1/n,2/n,...,1, Ap(x) = a es equivalente a que
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Fig. 2.1: Funcién tasa (a) y distribucién de probabilidad de A, (b) para el ejemplo 2.3.1

el nimero de 1's en x es an. Esto significa que # {x : A,(x) = a} estd dada por
el niumero de formas diferentes en las que x puede tener an veces el valor de 1. A
partir de esta observacion y utilizando la férmula combinatoria, la distribucion de
A, puede escribirse:

1 n!

P == 5 G [0 =

Tomando n suficientemente grande, podemos utilizar la férmula de Stirling, n! =~

ne™ ™, con lo que la ecuacion anterior puede escribirse como:
1 ne "
P(An = a) ~ 27 (an)anefan((]_ _ a)n)(lfa)nef(lfa)n
1 !
T on (an)anefan((]_ _ a)n)(lfa)nef(lfa)nnfnen
1 1

~ 27 gan(] — g)(—an”
Si definimos I(a) :==In2+alna+ (1 —a)In(l — a) se tiene que:
—nl(a) =In(2™") +In(a™"*) + In ((1 _ a)fn<1—a>)
Luego:
P(A, =a)~ e ™M@,

Aplicando directamente la definicion, vemos que A, cumple un principio de grandes
desvios con funcion tasa dada por I(a) =In2+alna+ (1 —a)In(l —a). La figura
2.1 muestra las grdficas de 1(a) y P(A, = a) para diferentes valores de n.

No siempre es posible concluir directamente que una variable aleatoria cumple
un principio de grandes desvios ni encontrar la funcién tasa. En estos casos, el
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Teorema de Gértner-Ellis permite obtener las mismas conclusiones para una clase
mas general de variables aleatorias. Una versién simplificada de este teorema se
presenta a continuacién. La version completa de este Teorema y su demostracion,
pueden encontrarse en [7].

Teorema 2.3.1. Sea S, definida como en la ecuacion (2.59) y sea A, la variable
aleatoria dada por A, = %Sn. Defina:

[ 1 nkAny
k) = lim. - InE [e ], (2.62)

si el limite existe. Entonces, si A\(k) es diferenciable, A, cumple un principio de
grandes desvios con funcion tasa dada por:

I(a) =sup{ka — \(k)} . (2.63)
kER
Demostracion. Ver Capitulo 2, Seccién 3 de [7]. O

A continuacién se presentan los siguientes ejemplos para ilustrar la aplicacién
del Teorema de Gartner-Ellis.

Ejemplo 2.3.2. Mostraremos que la media empirica de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas de forma Normal con media p y varianza
o2, cumple un principio de grandes desvios y obtendremos la funcion tasa. Por el
Teorema de Gartner-Ellis, para mostrar que A, cumple un principio de grandes

desvios debemos mostrar que A(k) es diferenciable. En este caso podemos escribir:

AE) = lim LInE [enkA”}

n—o0o N

1 n
= lim —InE [ekZi:l Xi]

n—o0o N

o1
= lim —InE [eleekXQ...ekX”}.
n—o00 N

Dado que X1, X, ..., X;, son independientes:
1
A(k) = lim —In (]E [ele] E {ekXQ} E [e’anD.
n—oo n
Y dado que X1, Xs, ..., X;, son idénticamente distribuidas:

lim L 1n (JE [e’“XD"

n—oo N

=t n (2 [4])
i (& [e4]).

Donde X es cualquiera de las variables X1, Xo, ..., X,,. Observamos que E [ekx] =
euk+%a2k2

A(k)

para una variable distribuida de forma normal, por lo que:
A(k) = In (euk%anQ)

1
= uk + 50%2.
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Fig. 2.2: Funcién tasa (a) y distribucién de probabilidad de A,, (b) para el ejemplo 2.3.2

Observamos que \(k) es diferenciable por lo que concluimos que Ay, cumple un prin-
cipto de grandes desvios con:

I(a) = sup {ka — A(k)}

keR
1
= sup {ka — puk — 02k2} .
keR 2
Dado que:
d 1
Tk <ka—uk—202k‘2> —a—p—o’k=0,
a—
Luego, k = y por lo tanto:

o2

- () () ()

a® —2ua+p?  (a—p)?® _ (a—p)?

Esto quiere decir que:

La figura 2.2 muestra las grificas de I(a) y de P(A, = a) para este ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Sea una cadena de Markov formada por las variables aleatorias
X1, Xo, ..., X;, que toman valores en un conjunto finito ¥ = {1,...,m}. Suponemos
que la matriz de transicion de estados, I1, es irreducible y denotamos sus elementos
como m; ;. Estamos interesados en obtener un principio de grandes desvios para la
variable aleatoria:

1 n
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donde f : ¥ — R. Para ello considere la secuencia x1,...,x, € 3. Dado un valor
inicial Xog = xg € X, la probabilidad de que la cadena de Markov X1, Xa, ..., X,, tome
los valores x1, ..., T, €s:

n—1

P(X1 =21, X0 = 22, ..., Xy = 20| Xo = 0) = g0 H T ®ip1
i=1
En los cadlculos siguientes, Eq [e”ksn] denota el valor esperado de €™ dado el

estado inicial xg. Para comenzar, es conveniente notar que:

E,, [enksn] —E,, [ekz;;lﬂxi)} —E,, {ekﬂxl) - ekf(Xn)]

n—1
k k
= E € fl). .. € ﬂxn)ﬂxo,m H T, @it
=1

L1y, T €D
= Z Txo,x1 ekf(xl) T 1,%n ekf(xn) (2.64)
L1y, Tn €D
n—1
- Z (H 7Taf¢,an+1ekf(xi+l)> : (2.65)
T1,...,Tn €SN \1=0

Donde se ha utilizado la definicion de valor esperado para variables aleatorias dis-
cretas B [X] = > zip(x;). Es importante notar que la sumatoria en (2.64) es
sobre todos los valores de x; € X. Para ejemplificar, sin = 3, m = 2, la suma-
toria en (2.64) estd compuesta de 23 = 8 términos. Definimos la matriz TIj, como
(Ig)ij; = 7ri7jekf(xj) y utilizando el lema A.4.1 podemos escribir:

m

Eso [e50] = 37 (), -

rn=1

Calculamos ahora \(k):

A(k) = lim %mﬂzm [k ]

n—00
1 m
— 1% - n
o nh—glo n In ( Zl (Hk)ﬂﬁo,frn> :
Tpn=

Dado que (I1y);; = wivjekf(xf) > 0, se tiene que Il es una matriz irreducible. Por
el inciso 8 del Teorema A.1, se tiene que:

A(k) = lim Lo (Z (HZ)ZBMJ = In p(I1}).

n—o00 N
Tn=1

Donde p(Il) es el eigenvalor dominante de Il. De acuerdo al Teorema A.1, esta
dltima expresion es vdlida para todo xg € X. En nuestro caso, esto significa que la
expresion es vdlida para cualquier condicion inicial. La funcion A(k) es diferenciable
por lo que podemos concluir que Sy, cumple un principio de grandes desvios con
funcion tasa:

I(s) = iléﬁ{ks —Inp(IIg)} .
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2.4. Estimacion de p{, para funciones Lipschitz continuas

En esta subseccién se presenta un resultado obtenido en [8] con respecto a siste-
mas dindmicos simbdlicos con medida de Gibbs. En este articulo, los autores toman
como base una desigualdad exponencial obtenida en [9] y obtienen una desigualdad
de concentracién para sistemas dindmicos simbdlicos con medida de Gibbs aplicable
a funciones Lipschitz continuas. En esta subseccién se detallan los resultados de [8]
relevantes para esta tesis. En particular, el resultado que nos interesa demostrar es
el Teorema 2.4.4. Para comenzar presentamos la siguiente definicién.

Definicion 2.4.1. Sea K : Q" — R una funcion de n variables denotadas 2@, gD,
Para cada j =0,...,n — 1 defina:

Lip;(K) := sup sup
@(0)7“-7@(71_1) g(])#y(])
|K (13(0), ey ‘I(j_l)7 *Z(]); l;(j"l‘l)’ ey ‘I(n_l)) — K (ZI(O), ey gj(j_l)7 y(])’ $(j+1), ces ‘I(n_l)) ‘
dg (g(]%y(]))

(2.66)

Decimos que K es una funcion Lipschitz separable de m wvariables si, para j =
0,....,mn—1:

Lip; K < oo. (2.67)
A continuacién se presenta la desigualdad exponencial obtenida en [9].

Teorema 2.4.1 ([9]). Sea pg una medida de Gibbs con potencial Hélder continuo
¢. Entonces existe una constante D = D(¢p) > 0 tal que, para todo enteron > 1 y
para toda funcion K Lipschitz separable de n variables, se tiene:

/eK(@,...,a"*(g))dugb(;E) < efK(y,-n,a”*l(y))dw(y)dﬂ(ﬁ(x)eD Sy Lip?(K) (2.68)

Demostracion. Ver [9]. O
Los siguientes lemas seran la base para demostrar el Teorema 2.4.4:

Lema 2.4.2 (Desigualdad de Markov). Sea € > 0, A\ una medida de probabilidad y

X una variable aleatoria no negativa, con valor esperado finito y que toma valores

en Q. Entonces AM{X > €} < %
€

Demostracion. Para todo € > 0, defina:

X >
S(X) = € > €
0 X<e

Entonces, se tiene que: 0 < s(X) < X. Dado que X y s(X) son no negativas:

E[X] :/QXdA> /QS(X)d)\:/X>6 ed/\:e/x>€d)\:e/\{X >l (2.69)

O
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Lema 2.4.3 (Desigualdad de Markov para funciones crecientes). Sea f(X) una
B[/ (X))

f(e)
Demostracion. Como f es creciente, se tiene que X > e si y solo si f(X) > f(e).
Por lo tanto A{X > ¢} = A {f(X) > f(¢)}. Usando el Lema 2.4.2, se tiene:

funcidn creciente, con valor esperado finito. Entonces AM{X > €} <

MX > ¢} = Mf(X) > flo)} < =) (2.70)

OJ

Observacién 2.4.1. Con r >0y f(X) = "X, la desigualdad 2.70 se convierte en:

MX > e} = e "Ele"¥] = e / "X d. (2.71)
Q
El siguiente resultado obtenido en [8] proporciona una desigualdad de pf, para
sistemas dinamicos simbdlicos con medida de Gibbs aplicable a funciones Lipschitz
continuas.

Teorema 2.4.4 ([8]). Sea S un conjunto finito y @ = SN. Sea f una funcion
Lipschitz continua cuya minima constante de Lipschitz con respecto a la métrica
dg, es |flg. Sea o el mapeo shift y pg una medida de Gibbs con potencial Holder
continuo ¢. Entonces existe una constante D = D(¢) > 0 tal que se cumple la
stquiente desigualdad:

1 ne2
pgdzeQ: ‘ fl@)+-+fle" 'z —/fdu ’26} §2exp<—>
Area:| i@t o) - [ an e

(2.72)
Demostracion. Sean pis una medida de Gibbs con potencial ¢ y X una variable
aleatoria dada por X = K(z,...,0" *(z)) — o K(y,...,0"  (y))dugs(y), donde K

una funcién Lipschitz separable de n variables. La desigualdad (2.71) se convierte
en:

ol 0 € 05 Ko™ @) = [ Kl 0)nsl0) 2 ¢

P / K@ @)= o Koo )i W] gy ()
Q

_efﬁe/ enK(E»'-A»Unil(Z?))e*fQ”K(y""’an71(?j))du¢(y)dﬂ¢($)
Q

— o Hee™ Ja KK(;L/,...,U"_l(y))dud)(g)/ enK(;,...,a"’l(g))dﬂ¢(z)
Q

n—1
< efneeD Z?;ol Lip? (kK) = exp <—I$€ + IiQD Z Lip?(K)) :
=0

Donde en la tltima desigualdad, hemos utilizado el Teorema 2.4.1. Esta desigualdad
es valida para todo x > 0. Podemos obtener una desigualdad 6ptima, al minimizar
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sobre k:

n—1 n—1
% <—me + k2D Z Lip%(K)) = —e+2kD Z Lipj(K) =0
i=0 =0
€

2DZ’L 0 Llpz( )

Con lo que se llega a:

u¢{$EQ:K(~:€,.-~7 " (z)) /K “Hy))dug(y) > }
2 n—1
exp [ — c e+ ¢ DS LipX(K
<o (- (o) (wa i) o)
62
_exp< DY Liph(K >>' 279)
En particular, defina:
K(z,...0" '(z)) = f(z) + floz) + ... + f(o" '), (2.74)

donde f es una funcién Lipschitz continua. En este caso se tiene que:

u¢{x69 f@)+ .+ f(o" )/Q(f(y)+...+f(0”_1y))dﬂ¢(y)2"6}

n2e2
< exp ( 4D z 0 Llpl (f(;_v) I f(U"lg))>
N < 4DnL1pl >
< exp < 4D|f|9> (2.75)

Ahora hacemos notar que:

u¢{$ eQ: flz)+ ..+ flo" tz) — /Q (fly)+...+ f(J”_ly))d,u(z,(y) > ne}
—u¢{xeﬂ Zfax /f g (y } (2.76)

Utilizando (2.75) y (2.76) se llega a:

2
u¢{x €N: Zf (c'z) / f(y)dpg(y } < exp (4;|€f|2> . (2.77)
0

Aplicando el mismo procedimiento con K(z,...,0" Y (z)) = —f(z) — f(oz) — ... —
f(o™'z), se obtiene la desigualdad analoga:

n—1 2
M¢{CL‘ eN: /Qf( g (y rlz flo } exp (—4;?}05> . (2.78)

1=0
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Uniendo (2.77) y (2.78) se obtiene (2.72). Esto completa la demostracién del Teorema
2.4.4. 0



3. Estimacion de desvio casi cierto

En este capitulo presentamos algunos de los resultados de [11] y [12] relevantes
para esta tesis. Brevemente los resultados son como sigue. En [11], el autor muestra
que, para funciones f que son Holder continuas y potenciales ¢ cuya variacién pre-
senta un decaimiento polinomial, es posible obtener una estimacién de la funcién de
autocorrelacion py(IN) cuyo decaimiento también serd polinomial.

En [12], el autor muestra que, si la funcién de autocorrelacién presenta un de-
caimiento polinomial, entonces es posible obtener una estimacién del desvio de A, f
con respecto a su valor esperado. Uniendo estos resultados, el autor de [11] obtiene
una desigualdad de desvio de A, f para potenciales ¢ cuya variacién decae de forma
polinomial y para funciones f Holder continuas. Este resultado se presenta en esta
tesis como el Corolario 3.2.1 y en la seccién 4.3 lo retomamos para ampliar su apli-
cabilidad a funciones f acotadas y continuas pg casi en todas partes.

3.1. Estimacién de la funciéon de autocorrelacién

El objetivo de esta seccién es demostrar detalladamente el Teorema 3.1.1. La
demostracién requerird un buen ntimero de resultados preliminares por lo que pri-
mero se enuncian algunas definiciones, después se enuncian los lemas necesarios
y posteriormente se presenta la demostracién del teorema. Para comenzar, defini-
mos la funcién de autocorrelacion de orden N, de una funcién cuadrado integrable
f:Q2 — R como:

peN) = [ (700™) fns - ( / fdu¢>2-

Si o es mezclante y preserva la medida f4, entonces la funcién de autocorrelacién
tiende a cero cuando n tiende a infinito. La tasa del decaimiento de la funcién de
autocorrelacion mide la velocidad con la que la dindmica del sistema se vuelve inde-
pendiente de las condiciones iniciales.

En la seccién 1.6, definimos el conjunto ) a partir de un conjunto finito S. El
conjunto € fue definido entonces como € = SN. De aqui en adelante en esta tesis,
estaremos interesados en el conjunto ng definido a continuacién.

Definicién 3.1.1. Sea S = {1,2,...,k} donde k es un entero que pertenece al in-
tervalo (0,00). Sea A una matriz cuadrada de k X k cuyos elementos son 0 o 1.
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Llamamos subshift de tipo finito al conjunto:

QA:{gceSZ:A :1,i€Z}.

T i
Llamamos subshift de tipo finito de un solo lado, al conjunto:

Qh = {g: €SN Ay gy = 1,0 > O}.
Al conjunto S le llamamos alfabeto y a la matriz A le llamamos matriz de transicion.

Aunque los conjuntos Q4 y Q0 estdn definidos a partir de S = {1,2,...,k}, es
importante notar que, si estamos interesados en cualquier otro alfabeto finito 57,
podemos definir una bijeccién entre Sy S’, m: S’ — S, y las definiciones de Q4 y

+ .
1) pueden modificarse con Az (y,) n(z,,) €0 lugar de Az, 4, .
Un subshift de tipo finito puede ser visto como un espacio de simbolos restringi-
do, ya que una secuencia x con dos simbolos consecutivos cualesquiera z;, z;+1 € .5,
solo puede pertenecer al conjunto 24 si el elemento Ay, »,,, es igual a 1. Pese a esta
restriccion, es importante notar que cualquier funcién definida en 2, también estara

definida en Q4.

Si el decaimiento de la variacion es polinomial, entonces el decaimiento de la
funcién de autocorrelacion también es polinomial. Esto se establece en el Teorema
3.1.1 y el objetivo principal de esta seccién es detallar la demostracion del Teorema
presentada en [11]. Antes de enunciar el teorema presentamos dos definiciones méds
y algunas ideas relacionadas con ellas. Denotamos .# () al conjunto de medidas
en Qy #p(Q) al conjunto de las medidas en Q que son T—invariantes. También,
denotamos C(€) al conjunto de funciones continuas f :  — R. Finalmente, deno-
tamos Lq(2,\) al conjunto de funciones integrables con respecto a la medida A y

f1lr = Jolfldp.

Sea @ = {C1, ..., Cy} una particién del conjunto Q‘A". Si €y 2 son dos particiones
de Q‘A", podemos definir una nueva particién & mediante:

g:%V.@:{CiﬂDjZCiE(f,DjG.@}.

A una particién definida de esta forma le llamamos refinacién. Notamos que podemos
definir una particion mediante los cilindros de longitud uno, es decir:

%:{[Zo}ZZOES}:{{.ZEQA:.%'0:2:0}:2065}.

También notamos que o~ '¢ = {0‘101' :C; € CK} forma una nueva particion del
conjunto ng. Aunque o no es un mapeo invertible, podemos definir ¢~'C; como
oc-1C; = {:g S Qj oz € Ci}.

Definicién 3.1.2. Considere el espacio de probabilidad (Y, B,\) donde B es la
o—dlgebra generada por los cilindros y A es una medida de probabilidad en QX, Sea
¢ = {C1,...,Cx} una particion del conjunto VY. Entonces:
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1. Definimos la entropia de la particion € mediante:

k
H\(%) = =) MCi)log(A(C5)).

i=1

2. Definimos la entropia de la medida A\ asociada al mapeo o y a la particion €
como:

hx(o,%) = lim iH,\(‘K Vo lgv...ve Mg,

m—o0 M
3. Definimos la entropia de la medida A como:

ha(o) = Sup {ha(o,€)} .

Definicion 3.1.3. Definimos el estado de equilibrio asociado a un potencial ¢ como
la medida n tal que:

P((b)—sup{ / od : AG//(( } / odn.

Proposicién 3.1.1 ([15] Lema 1.5). Sean ¢,v € C(Q). Si ¢ =+ foo— f+c, para
alguna f € C(2) y c € R, entonces ¢ y ¥ tienen los mismos estados de equilibrio.

Demostracion. Para facilitar la notacion, solo en esta demostracién, la integral sobre
el conjunto Qj la denotamos simplemente como fﬂ Suponga que p es un estado de
equilibrio de ¢ y i es un estado de equilibrio de ¢ donde ¢ = ¢+ foo — f +c.
Entonces P(¢) = hu(o) + [o¢dp y P(1) = ha(o) + [ 1df. Por propiedades del
supremo, se tiene que:

/zbdu > hy( /wdu (3.1)
/ bl > hia / b (3.2)

Dado que p y iz son medidas o-invariantes, por la proposicion 1.2.2 se tiene que:

[ eadu= [ sau
Q Q
[ eada= | san
Q Q
Usando estas ecuaciones y la ecuacién (3.2), se tiene:
hu( /wd,u+/cdu>h /1/1d,u+/cdu

Dado que [, cdp = [ cdfi = ¢, se tiene que:

/ iy > b / v (3.3)
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Uniendo (3.1) y (3.3) se llega a:

P(4) = ha(o) + /Q df = hu(o) + /Q v,

con lo que se concluye que g también es un estado de equilibrio de . Los mismos
calculos permiten concluir que un estado de equilibrio de i también es un estado de
equilibrio de ¢. Esto completa la demostracién de la proposicién 3.1.1. O

A continuacién presentamos el teorema principal de esta seccién. Este teorema
proporciona una estimacién de la funcién de autocorrelacién para funciones f que
son Holder continuas y para potenciales ¢ cuya variacion decae de forma polino-
mial. Aunque en [11] el teorema se presenta para el conjunto (4, en esta tesis nos
restringimos al caso menos general Qz.

Teorema 3.1.1 ([11]). Sea Q0 un subshift de tipo finito, o : Q} — QU el mapeo shift

transitivo y sea ¢ : ng — R el potencial asociado al estado de equilibrio . Suponga

ademdas que f : Qj — R es una funcién Holder continua. Si existen constantes r > 2
D 1

y D > 0 tales que vary(¢) < o para todo n > 1, entonces ps(N) = O <NT_2_E>

para todo € > 0.

Es importante notar que, por la definicién del orden de magnitud O(+) presentada
en el apéndice, el Teorema equivale a decir que existen constantes C' y Ny tales
que |[pr(N)] < # para todo N > Ny. Al final de este capitulo presentamos
algunas estimaciones de Ny obtenidas con un método numérico. Por facilidad en la
exposicién, pospondremos la demostraciéon del Teorema hasta el final del capitulo,
una vez que dispongamos de los lemas y definiciones necesarias. Comenzamos con
dos definiciones centrales para la demostracion del Teorema: el operador de Ruelle
v la esperanza condicional.

Definicién 3.1.4. Para ¢ € C(QY) y z € Qf definimos el operador de Ruelle
Ly C(}) = C(Q}) mediante:

Lo(flz) = Y ®Wf(y)

yeo~lz

Observacién 3.1.1. Es importante notar que las iteraciones del operador de Ruelle
estdn dadas por:

n—1
@)= 3 exp (Zqﬁ(a’“@_/)) ) (3.4)
k=0

yeo "z

La siguiente proposicién forma parte de la demostracion del Teorema 3.3 y el
Corolario 3.3 (i) de [14].

Proposicién 3.1.2 (Teorema 3.3 y Corolario 3.3(i) [14]). Sea Q7 un subshift de
tipo finito de un solo lado y o : QX — QZ un mapeo topologicamente mezclante.
Entonces se cumple lo siguiente:
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a) Si Y o0 var,(¢) < oo, entonces existe una funcion r € C(Q}) y una constante
A >0 tales que Lyr(z) = Ar(z).

b) Defina ¢o(z) := ¢(z) + logr(x) — logr(ox). Entonces ¢ y ¢o tienen un inico
estado de equilibrio denotado figs.

¢) pg es lainica medida en 0 tal que [ Ly (f)duy = [ fdug para toda f € C(QF).

Demostracion. La demostracién detallada se presenta en [14, Teorema 3.3 y Coro-
lario 3.3(i)]. En esta tesis solo esbozamos la demostracién presentada en el articulo.
Para el inciso a), primero se demuestra que el conjunto .# (QX) es compacto, acota-
do y no vacfo. Después se aplica el Teorema de Schauder-Tychonoff (Ver [26], pég.

456), para concluir que el mapeo G : . () — .#(2}) dado por G(v(f)) = ZEZ’;JS
tiene un punto fijo. Es decir existe una medida de probabilidad s € .#(QF) tal
que py(Lyf) = pe(Lyl)pe(f). Posteriormente se muestra que el conjunto:

o0

A={rec@y): f=0m(f) =11 < f@ew( Y vara(s))

k=m+1

Vk > 1,siempre que x; = y;,¢ = 0, ...7m},

es un conjunto compacto, acotado y no vacio y se concluye, utilizando nuevamen-
te el Teorema de Schauder-Tychonoff, que el mapeo E(f) : A — A dado por

E(f) = uf(zil) tiene un punto fijo. Es decir, existe r € A tal que #f(Z:l) =,

o bien Lyr = Ar con A = pg(Lyl).

Para el inciso b), la proposicién 3.1.1 permite concluir directamente que ¢ y ¢g

tienen los mismos estados de equilibrio. Para la unicidad, se observa que ¢g se puede
@
err

E) Después se utiliza el inciso a) de la proposicién 3.1.2

escribir como ¢y = log (

Ed)’r’

oe Dertenece al conjunto:

y el hecho de que L4,1 = 1 para concluir que

G=41g€eC(}):g>0, Z g(y) = 1, para todo = € Q}

yco~lz

Con este resultado, el autor utiliza el Teorema 3.1 del mismo articulo para concluir
que el estado de equilibrio de ¢g es tnico.

Para el inciso c), se utiliza el hecho de que L4,1 =1 con lo que el resultado del
inciso a) es pg(Ly f) = po(f) o bien [ Lo (fdpe = [ fdpe. O

El siguiente lema permite concluir que, ademas de ser un estado de equilibrio,
e es de hecho una medida de Gibbs (definicién 2.4.1).

Lema 3.1.2. Si i es un estado de equilibrio de ¢g, entonces existe una constante
0 <~v <1 tal que:
,LL[.I’(), ceny J]n_ﬂ

-1
o0 (S0 ol (@) o
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Demostracion. Ver [15, Teorema 1.16]. La demostracién del lema se basa en la con-
vergencia de las iteraciones del operador de Ruelle a la medida g y en las propie-
dades de la funcién r y la constante A de la proposicién 3.1.2. O

El siguiente Lema nos permite relacionar la funcién de autocorrelacion p(IV)
con las iteraciones del operador de Ruelle Eg} (f)-

Lema 3.1.3. Sea py(N) la funcion de autocorrelacion de orden N de una funcion
f: Q‘E — R y sea [,f;gf como en la ecuacion (3.4). Entonces, para todo N > 1:

pi(N) < L5 (N]],-

Demostracion. A partir de la definicién se tiene:

poN) = [ (r0a™) fans - ( /| fdu¢>2 < [ (roa®) fau,
/L' foo f) dpig.

Utilizando la ecuacién (3.4), se tiene que:

N—-1
L ((for) )= Y ew (z ¢o<aky>) (F W) 1)

yeoNg k=0

Dado que oV (y) = z, se tiene:

N—-1
LE((foo™)f)= Y e (Z ¢0(0ky)> F@)f(y)
k=0

yco Ng

=fla) Y, exp(Z%ff@;)f(@/) f@)Lh f(z),

yEo’*Ng k=0

y por lo tanto:

< [ 25 ((o0™) £y dus = [ 12 saus < [£5 (D),
O

Definicién 3.1.5. Sea (2,B,\) un espacio de medida, f : @ — R una funcion
A—integrable y C C B una sub sigma dlgebra de B. Definimos la esperanza condicional
de [ con respecto de C, como el operador E(f|C) : L1(2, \) = L1(Q, \) tal que:

/CfdA—/CIE(fC)dA

Observaciéon 3.1.2. Cuando C es una particion del conjunto §2, la siguiente de-

stqualdad también es vdlida:
/ fdr = / (f]C)dA (3.6)

para todo C € C.



3. Estimacion de desvio casi cierto 41

Una particion finita de €2 forma una sub sigma &dlgebra sobre 2. Dada la defini-
cién de esperanza condicional, podemos preguntarnos cuél es la forma que toma la
esperanza condicional cuando la sub sigma &dlgebra C es la particion del conjunto §2
dada por:

n—1
%%f: \/ J_i(%ﬁ
=0

A continuacién mostraremos que la esperanza condicional con respecto a esta par-
ticién esta dada por:

(e = 3 (L8 ow, (3.7

Cebn

Para mostrar esto, es suficiente mostrar que (3.7) cumple con la definicién de es-
peranza condicional dada por (3.6). Los siguientes célculos muestran precisamente
esta afirmacién:

frewne = [ 3 (57 )t - [ () o

ot o Jed D
-5 /CdA() ANC) = [ far (3.8)

Lema 3.1.4. Defina:

Sn(d0(zc))
K(z,2)= Y (M(@) xco(2),

Cebn

donde Sy, (¢0(J:C)) = exp (Z?_ol po(o’ (x ))) Y TC = 10y vy b1, X0, L1, ... Entonces
8o (E(f160)(2)) = o K 2)dp(z) para toda f € Li(Q, ).

Demostracion. Primero observamos que:

eSn(do(zc))
/ K(z,2)f(2)du(z) / ( ) xc(2)f(2)du(z)
Q Qcoew,

eSn(do(zc))
-/ ( >XC<z>f<z>du<z>

Cebn
Sn(¢0($c
D / xo (@) F(2)du(z)
Cebn
Sn(¢0(£c
- f(z)du(z)
“Z 50
esnwo(g))
= > ey ), 1) (39)

yco "z
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Donde Cy := [yo, ..., Yn—1]. Por otro lado:

b E(flIE) @) = > (eXp <Z¢o(0ky)>

yEo "z k=0

S ( $2(00) 3 <fi(fd)“> Xc@)

yEo~ "z CE%n

Cebn

= (G}

£Sn(60(w))

= > “aCy) Cyf(z)du(z) (3.10)

yco "z

Donde hemos utilizado el hecho de que cada y € oc™"x pertenece a un solo cilindro
denotado C,. Comparando (3.9) y (3.10) vemos que:

b BUIG)@) = [ K@ f ).
Esto completa la demostracién del Lema 3.1.4. O

L E1%)]|

El siguiente lema nos permite obtener una cota para ‘

Lema 3.1.5. Sea v la constante de la ecuacidn (3.5). Para todo n > 1 se cumple:

1£5, EFIED], < @ =D

Demostracion. Por el inciso ¢) de la Proposicién 3.1.2; se tiene que:
2z, EUED], = [ |22, BUIE) @)ldnte)
~ [ BTG @)ldua).

Sin pérdida de generalidad, consideramos [, f(2)du(z) = 0. Utilizando (3.8) nota-
mos que esto implica que [, E(f|€,)(z)du(z) = 0. Defina:

Q= {x € Q: Ly (E(f|€n)) (z) > 0}.
Por el lema A.4.3 presentado en el apéndice se tiene que:

/ E(f1%,) (@) du(z) = /Q E(f|%,)(2)du(z).

También, por el Lema 3.1.4 se tiene:

2 [ B @i =2 [ [ K@@
/Ql/K F(2)dp(2)dp(z) — 2u(Q17) /f )du(z).
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Donde el segundo término del lado derecho no afecta la igualdad ya que hemos
asumido que fQ z)du(z) = 0. La expresién anterior se puede reescribir como:

/Q/K (2)duta) ~20(0)y | F)autz)

- / [ K@ u)dnt:) -2 / () F(2)dp(2)
—2/ QIK z,2)f(2)dp(z)dp(z 727/ f(2)dp(z)dp(z)

=7 ( [ 1) e )—7)@(@)) an()

SIRC ( / (K(z2) =) du@) () (3.11)

Ahora, dado que z pertenece al cilindro [zg, ..., zn—1] y utilizando el Lema 3.1.2 se
tiene que:

eSn(¢o(zc)) eSn(¢0(20,-:2n-1,20,...))
p L eSn(go(@c)) L —y>0.
(2,2) = C}%( I i i Ay Fe et

Esto quiere decir que K(z,z) —+ > 0 y por lo tanto:

R

<2 /Q 56 ( [ G2 =) duta) ) auto)

Donde Qg = {z € Q: f(x) > 0}. También, tomando en cuenta que:

Sn ¢0 zC))
/K x, z)du(z / xc(2)dp(z)
Qcee,

Elle w3

Llegamos finalmente a:
ez, @], <2 [ £G) (=) du)
= (=) [ Eldu) = @=L

Esto completa la demostracién del Lema 3.1.5. O
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Observacién 3.1.3. Podemos aplicar el lema 5.1.5 a la funcién L3 (E(f[€,)(z))
con lo que obtenemos:

(3, @r150)? |, < (1 =), EEDI, < (=025
Inductivamente podemos ver que:

(25, E(F1%))" ||, < (=" £lly- (3.12)
Lema 3.1.6. Para todo n > 0 se tiene que ||f —E(f|€,)|l; < varp(f).

Demostracion.

1f = E(f1En)lly < [If = E(f1%n)lloe < varn(f).

Lema 3.1.7. Sivar,(f) < oo para todo I,n > 0, entonces:

Varn(ﬁfpof) < Cn(¢)||f“oo + var,(f), (3.13)

donde Cp(¢) = > e, vark(e).

Demostracion. Ver [14, Teorema 3.1]. La demostracion se basa en utilizar la ecuacién
(3.4) en ‘Efbof(a:) — Efbof(y) ‘, acotar mediante la desigualdad del tridngulo y usar el

" Vh(y)

veo 'z Thioy) = L -

hecho de que >
Lema 3.1.8. Conn,m >0 y N =nm se cumple:

Hﬁ%f - ( go (E (f|<gn)))mH1 = O(Cn<¢))
Demostracion. A fin de aligerar la notacion, definimos:

T() = LG, (E([€n) (3.14)
U() = L8 (). (3.15)

Hacemos notar que 7571 (T (Um’kf)) =Tk (U (Um’k’lf)) para todo k > 0, con
lo que se tiene que:

U™ f(z) =T f(2)] = [UU™ f(z)) = T(U™ f(z))
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Por lo tanto:

s = (ea (& (510))) "]

e2)™ 1 = (23 (B (1)),

m—1
< Y|ttty - rom )|
k=0 !
m—1
<Y ||rtwwn iy - vEen T )|
k=0
m—1
< Y|ttty - B )|
k=0
m—1
< Y=oty - Eem )|
k=0
m—1
3 O A B o (i 7
k=0 !
m—1
< Y= van (U
k=0
m—1
< 3 (0= D CulB) 1 log + Vatagm -1y ()
T]:liol m—1
<D =D CuDNF oo + D (1 =) varynp ()
k=0 k=0
m—1
<Cu@) Y. (=" 1l +1)
k=

= O(Cn(9))- (3.16)

Donde hemos utilizado el inciso (¢) de la proposicién 3.1.2, la observacién 3.1.3 y
los lemas 3.1.6 y 3.1.7. Note que la tultima igualdad se cumple ya que, para todo
n,m>1ykel0,m—1]:

Varn(mfk)(f) < Cn(¢)
Esto completa la demostracién del lema 3.1.8. O

Finalmente tenemos todos los resultados necesarios para demostrar el Teorema
3.1.1. A continuacién se presenta la demostracién.
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Demostracion del Teorema 3.1.1. Notamos que:

pr(N H‘C f”1

s e el \dw/! 2(7a))"
SICIRIE <E<f|a<">> e azomfw»)mwdu
< flenr (e <f|a<n>>>>m\du+ 1 5 (1)) s

lear - (e e e ] s (e (o)), o

Donde hemos utilizado el hecho de que |a| — |b| < |a — b| junto con el Teorema C de
[6, Seccién 23]. Lo que sigue de la demostracién se basa en utilizar las desigualdades
(3.17), (3.12) y (3.16). A partir de estas desigualdades, con nm = N obtenemos:

pr(N) <[5 f]], = Oméx (Cu(9), (1 —7)™)).

1
Dado que var,(¢) < D (T> se tiene:
n

" :gmk(@ SD;}; <D (/:lxrdm) - D ((n;l)ll)

D e 1
77”—1(”_1) O(nr_l)

Elegimos n = |[N?| y m = |[N'=#] con 0 < 3 < 1. Entonces:

pr(N) = O (méx (le_l) (1- v)N”’)> .

Podemos evaluar el maximo en el limite utilizando logaritmos:

( —
_log (@=0¥"7) g1 =) o N0
Noyso log NA(1=7) Bl —7) e log N

Utilizando la regla de L’Hopital para evaluar el limite, se tiene que:
N(1-8) _d_n(1-5)
im =1 7‘1]2{
N—o0 logN N—o0 WlogN
1-B)N—F N
= lim %z(l—ﬂ) lim — = oo,

N—oo N NSoo NB

Esto significa que existe Ny tal que, para todo N > Ny:
[log(1 = 1)N12)| > 3(1 — ) log N|
Dado que log(1 —~) <0y B(1 —r) <0, se tiene:
log(1 — 7)N<1—5>‘ > |18(1 — ) log N| = —log(1 — y)NI=® > _3(1 — 7)log N
= log(1 — )N < g1 —r)log N
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1

Con lo que ps(N) = O (N/&(r—l)

que, para todo € > 0:

>. Tomando S suficientemente cercano a 1 se tiene

pf(N) =0 (Nr}l_e)

Esto completa la demostracién del teorema 3.1.1. O

Hacemos notar que el valor de Ny puede aproximarse numéricamente encontran-
do las raices de la ecuacién:

NOPB 1—7r

_ -0
log Ny log(1 —~)

La figura 3.1 muestra algunos valores de Np obtenidos utilizando el método de
Newton-Raphson. Como puede verse en las graficas, el valor de Ny puede ser extre-
madamente grande, especialmente para valores de 3 cercanos a 1.

3.2. Estimacion del desvio casi cierto basada en la funcion de auto-
correlacién

El siguiente Teorema proporciona una relaciéon entre el decaimiento de py(n) y
el desvio de A, f con respecto a su valor esperado. Por simplicidad, el Teorema se
presenta solamente para dos casos particulares que retomaremos mas adelante. Todos
los casos en los que el Teorema es aplicable y su demostracién pueden encontrarse
en [12].

Teorema 3.2.1 ([12]). Suponga que la funcion de autocorrelacion pg(n) satisface
la siguiente relacion con T > 0:

pr(n) =0 (n"7). (3.18)
Entonces, para casi todo x € ), también se cumple la siguiente relacion:
Anf(z) = f* = o(g](n)). (3.19)

Donde, con v > 0, gff(n) toma las sigquientes formas dependiendo del rango en el
que se encuentre T:

o) (o og ) b
T nT
7 (n) = (3.20)
(logn)*? (loglog n)*/? (log log log n)1+7)/2
i T>1
Demostracion. Ver teoremas 3y 4 de [12]. O

Utilizando los resultados del Teorema 3.1.1 en el Teorema 3.2.1, podemos obtener
una estimacién del desvio de A,f con respecto a su valor esperado, aplicable a
funciones f que son Holder continuas y a potenciales cuya variacién decae de forma
polinomial. El siguiente Corolario muestra cémo obtener esta estimacion.
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70 -120
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N x10° N x10'"

(a) B=0.7,v=0.1,r=>5, Ny~ 1.4533 x (b) B=08,7=0.337=5 Ny~ 4.5378x
109 101!

— 3 (1-r)log N
-20

-30
-40
-50
-60

-70

-80

-90 -

-100 -900
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

N %1020 N x10'%8

() B=091,7=0.71=3 Ny~4.1909%x  (d) B=0.98v=0.1,r=3, Ny~ 1.6893x
1020 10196

Fig. 3.1: Diferentes valores de Ny obtenidos numéricamente.
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Corolario 3.2.1 ([11]). Suponga que se cumplen las condiciones del Teorema 3.1.1.
Entonces, existen constantes C; N € R tales que la siguiente relacion se cumple para
todon > N, para todo 0 < € < r — 2 y para casi todo x € ng:

1 n—1

=S s = [ fdnoly)

1=0

< Cgl(n). (3.21)

Donde T =1r—2 —e.

Demostracion. Dado que se cumplen las condiciones del Teorema 3.1.1, se tiene que

1
pf(n) = O (717,_2_6) Esta expresién es equivalente a (3.18) con 7 = r — 2 — e.

Cuando r < 3 se tiene que 7 < 1; cuando r > 3 + € se tiene que 7 > 1.

Por el Teorema 3.2.1 se tiene que se cumple la desigualdad (3.19) la cual implica
que A, f(z) — f* = O(g7(n)). Por definicién, de la notacién O, se tiene que existen

constantes C, N € R tales que la relacién (3.21) se cumple para todo n > N y para
casi toda z € Q. Esto completa la demostraciéon del Corolario 3.2.1. ]



4. Contribuciones

En este capitulo se presentan las contribuciones de este trabajo de tesis. Estas
contribuciones son en su mayoria, corolarios basados en los teoremas 2.1.6, 2.2.7,
2.4.4 y 3.1.1. También en esta seccién se presenta una breve discusiéon de los resul-
tados obtenidos.

4.1. Estimaciéon de probabilidad de desvio: p,

En esta seccion se utilizan los los teoremas 2.2.7 y 2.4.4. El Teorema 2.2.7 permite
obtener una estimacion de p$, para funciones f que son localmente Holder continuas.
Para aplicar este Teorema, se requieren estimaciones de pf, para funciones Holder
continuas. En particular, la desigualdad (2.72) del Teorema 2.4.4, valida para siste-
mas dindmicos simbdlicos con medida de Gibbs, puede utilizarse en el Teorema 2.2.7
para obtener una estimacién de p§, para funciones localmente Hélder continuas en
esta clase de sistemas dindmicos. El resultado es el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. Sea S un conjunto finito y Q = SN. Defina una distancia en Q
como en la seccion 1.6. Sea f : Q1 — R una funcién acotada y continua puy casi en

todas partes, § > 0 y « € (0,1]. Sean g‘f Y gg como en el Teorema 2.2.7 y wy como
en el Lema 2.2.5. Sea iy una medida de Gibbs con potencial ¢. Entonces se cumple
la siguiente desigualdad para todo para todo € > py(wy(6,z)) yn > 1:

2
n o e—py(wr(d,z))
> <4 1N
> e} Saexp | —op (méx(lgﬂeavgg@")

(4.1)

1o {@EQ:'iZf(UiE)_/Qfdﬂaﬁ(y)

=0

Demostracion. Las funciones g‘f y gg son Holder continuas con respecto a dg y por
el Lemma 1.6.1, pueden ser vistas como funciones Lipschitz continuas con respecto
a la distancia dga. Esto significa que la desigualdad (2.72) es vélida para ¢ y ¢3 v
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por lo tanto se puede utilizar en la desigualdad (2.42) del Teorema 2.2.7:

n—1
u¢{$691 ‘;Zf(ai;c)—/gfdw(y) 26}

1=0
1 n—1 5 5
SpeyrE€Q\m ) gi(o'r) - ledu¢(y) €~ pg(wy)
i=0
1 n—1 50 5
+Hp T EQ: | > lo'e) - and/ms(y) = €~ f1s(wy)
i=0
4DI|g3 2, 4D|g5Ga
B 2
< 4exp <— nge lfs(b(w))a 2)
4D méx (g8 o= |95]0~)
2
n €— Mqﬁ(wf)
=4dexp | —— P
4D (max (|gis|6aa |gg|9a)
Esto completa la demostracién del Corolario 4.1.1. -

4.2. Estimacion de probabilidad de desvio: P

Una primera estimacién de Py, para funciones Lipschitz continuas puede obtener-
se directamente utilizando los Teoremas 2.4.4 y 2.1.6. El resultado puede enunciarse
como sigue. Sea f una funcién Lipschitz continua cuya minima constante de Lips-
chitz es | flg, o : @ — Q el mapeo dado por (0z); = 41, pe una medida de Gibbs
con potencial ¢. Por el Teorema 2.4.4 se cumple la desigualdad (2.72). A partir de
esta desigualdad, notarélos que se cumplen las condiciones del Teorema 2.1.6 con

€
€9 =2,9() = ~gp77m
puede escribirse como:

y 0(¢) = 1. Con estas constantes, la desigualdad (2.24)

)

PX(f) = pg ({w € Q :sup %Skf(zs) - f

k>n
In(1+4D|f|3/€?) ne
<2 <1 + () 0 > exp (_4Df|(%> . (4.2)

Para todo e >0y r(e) =1+ MF=Fl=

Es importante notar que este resultado es vélido para funciones Lipschitz conti-
nuas. Alineados con los objetivos presentados en la seccién 1.4, buscamos extender
esta desigualdad para funciones acotadas y continuas pg casi en todas partes. Es-
ta generalizacién de la desigualdad 4.2 puede obtenerse también de forma directa
aplicando el Corolario 4.1.1 y el Teorema 2.1.6. El Corolario 4.1.1 permite encontrar
una estimacién de pf§, para funciones acotadas y continuas 14 casi en todas partes.
Esta estimacion tiene un comportamiento asintético exponencial para el cual, pue-
de aplicarse el Teorema 2.1.6. El resultado es una estimacién de PS, valida para
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funciones acotadas y continuas p4 casi en todas partes. El corolario se encuncia a
continuacién.

Corolario 4.2.1. Suponga que se cumplen las condiciones del Corolario 4.1.1. En-
tonces también se cumple la siguiente desigualdad para todo € > pg(we(d,z)) y
n>1:

PX(f)y <41+ w exp (—m/’:D(E)) : (4.3)
donde:

O(e) = € — pg(wy (0, 7))
- < ) )
max (|g9]oe, |93]0)

Demostracion. El resultado sigue de utilizar la desigualdad (4.2.1) del Corolario
4.1.1 en la desigualdad (2.24) del Teorema 2.1.6 con:

Ce) =4
de) =1

) 2
méx (|g¢ o, [93]o~)
€ — pg(wyr(d,2))

v(e) =4D (
Esto completa la demostracién del Corolario 4.2.1. O

4.3. Estimacion de desvio casi cierto

El Teorema 3.2.1 es aplicable a funciones f que son Holder continuas. Sin em-
bargo, utilizando algunos de los resultados de la seccién 2.2, es posible extender
este teorema a funciones que son acotadas y continuas u, casi en todas partes. El
siguiente corolario proporciona esta generalizacion.

Corolario 4.3.1. Sea Q"g un subshift de tipo finito, o : QX — QZ un mapeo shift
transitivo y sea ¢ : Q"g — R el potencial asociado a la medida de equilibrio pg.
Suponga ademds que f : QX — R es una funcién acotada y continua g casi en

todas partes. Si existen constantes r > 2 y D > 0 tales que vary,(¢) < — para todo
n

n > 1, entonces, para todo 0 < € < r — 2 y para para casi toda x € QJAK se cumple la
stquiente desigualdad de desvio:

1 n—1

=S se') = | fdnoly)

=0

< Cg(n) + uolwr (6,2)), (4.4)

donde T =r—2—ce.

Antes de comenzar la demostracién del corolario 4.3.1, reproducimos aqui las
ecuaciones (2.35) y (2.43)-(2.46), obtenidas en la seccién 2.2 y que se utilizardn en
esta seccién en el contexto simbdlico:

F(2) = wp(8,2) < g1(2) < f(2) < g3(2) < flz) +wp(b,2). (4.5)
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A (z) < Anf(z) < Angd(a). (4.6)
po(f) = /fduas = /f*du¢ = f, (4.7)
1o(99) = /g‘fdﬂqs = /g‘f*duqs =g, (4.8)
1p(95) = /dilhb = /gg*dw =g (4.9)

Demostracion. Dado que f es acotada y continua 4 casi en todas partes, se tiene
que las funciones g? y g3 definidas en (2.30) y (2.31) estan bien definidas y son Holder
continuas. Por lo tanto, podemos utilizar el Corolario 3.2.1 con estas funciones. Las
desigualdades que se obtienen son, respectivamente:

Angi(@) — i | < Cglm) (4.10)
[Aagd(@) - g87| < Ca3(m), (4.11)
A partir de (4.10) y (4.11) podemos obtener:

Angl(z) — g > —Cgl(n) (4.12)
Angd(x) — g3 < Cgl(n) (4.13)

Por otro lado, la desigualdad (4.5) implica:
f = ns(wr(G.0) < gi < <98 < S+ polwy(82)), (4.14)
Por lo tanto, utilizando (4.6) y el extremo derecho de (4.14), se tiene:

Anf(z) = f* < Angd(@) — 7 < Angd(z) — 95" + pg(wr(6,2)) < Cgl(n) + pglwys (3, ).
(4.15)

Similarmente, utilizando (4.6) y el extremo izquierdo de (4.14), se tiene:

Anf(z) = [ = Angl (@) — [ > Angl(2) — g8 — po(wyp(8,2)) > —Cgl(n) — py(wy (S, z)).

(4.16)

Uniendo (4.15) y (4.16) se obtiene:
—Cgl(n) — pe(ws(d,2)) < Anf(x) — f* < Cgl(n) + py(ws (5, z)). (4.17)
Esta ultima desigualdad es equivalente a (4.4), por lo tanto la demostracién del
Corolario 4.3.1 estd completa. |

4.4. Discusion de los resultados y conclusiones

En esta seccién se presentan algunos comentarios acerca de los resultados ob-
tenidos en esta tesis asi como otros potenciales temas de investigacion a futuro
relacionados con tales resultados.



4. Contribuciones 54

Las desigualdades (4.2.1), (4.3) y (4.4) son los resultados mds importantes de
este trabajo de tesis. Todas ellas son validas en el contexto de sistemas dindmi-
cos simbdlicos con medida de Gibbs, con funciones observables f que son acotadas
y continuas fg casi en todas partes. Estos resultados extienden las desigualdades
(2.72) y (3.19), validas en el mismo tipo de sistema dindmico, pero con funciones
observables f que son Holder continuas.

Enfatizamos en este punto que las desigualdades (4.2.1), (4.3) y (4.4) son vélidas
para funciones observables mucho més generales que las funciones Holder continuas.
Para ver esto, note que el espacio de funciones acotadas y continuas casi en todas
partes contiene al espacio de funciones continuas, el cual contiene a su vez al espacio
de funciones uniformemente continuas, el cual contiene a su vez al espacio de fun-
ciones Holder continuas. Con esto se puede ver que las desigualdades obtenidas en
esta tesis abarcan un espacio méds amplio de funciones observables que no se tenia
en la literatura.

También es importante notar que la obtencién de estos resultados es posible gra-
cias a la existencia de las funciones Hélder continuas gf y gg , para cada funcién f
acotada y continua A casi en todas partes (ecuaciones (2.30) y (2.31)). En particular,
las desigualdades (2.28) y (2.29), permiten extender a la funcién f, las cotas apli-
cables a las funciones gf y gg . Con respecto a la desigualdad de Py, esta fue posible
obtenerla gracias a la forma exponencial de p, en (4.2.1).

A continuacién, hacemos algunos comentarios acerca del posible trabajo futuro.
Las propiedades de las funciones g‘f y gg pueden utilizarse para extender otras de-
sigualdades validas para funciones Holder continuas f. Una parte del posible trabajo
futuro, consiste en aplicar la misma técnica mostrada en esta tesis, a estas desigual-
dades y obtener con ello nuevas desigualdades validas para funciones acotadas y
continuas casi en todas partes. Por ejemplo, en [20] y [19], se presentan estimacio-
nes de la funcién de correlacion en otro tipo de sistemas dindmicos, para las cuales
podria intentar aplicarse la misma técnica presentada en esta tesis.

Otra posible direccién del trabajo futuro es determinar si las desigualdades apli-
cables a funciones Holder continuas, pueden ser obtenidas como un caso particular
de las desigualdades aplicables a funciones acotadas y continuas casi en todas partes.
Un primer paso en esta direccidn consiste en determinar la forma que adquieren las
funciones gf y gg y el valor que toma la expresion pig(wy) cuando la funcién f es
Holder continua. Si bajo esta condicién sobre f, se demuestra que g(ls = gg =fy
ademds f14(wy) = 0, entonces la forma de las desigualdades (4.2.1), (4.3) y (4.4), se
asemeja mas a la forma de las desigualdades aplicables en el caso Holder.

Otra extension importante, aunque mas a largo plazo, seria encontrar desigual-
dades similares para potenciales mas generales que los presentados aqui. Recordemos
que las desigualdades para pf, y Ps son validas con potenciales Holder continuos y la
desigualdad para el desvio casi cierto es valida para potenciales cuya variacién decae
de forma polinomial. Sin embargo, la existencia de un inico estado de equilibrio ha
sido establecida formalmente para potenciales de variacién sumable ([14]), por lo
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que tiene sentido la pregunta acerca de la rapidez de convergencia del Teorema de
Birkhoff en sistemas dindmicos simbdlicos para este tipo de potenciales. Reciente-
mente, en [21] los autores muestran que la desigualdad de momentos obtenida en
[9], contintia siendo valida con potenciales mds generales que las funciones Holder
continuas. Este importante resultado podria utilizarse como punto de partida para
ampliar la aplicabilidad de las desigualdades presentadas en esta tesis a este tipo de
potenciales.
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A. Apéndice

A.1. Teorema de Perron-Frobenius

Teorema A.1.1. Sea B una matriz irreducible de m X m. Entonces B tiene un
etgenvalor p tal que:

1. p >0 es real y es el eigenvalor dominante de B.

2. Existen eigenvectores izquierdo y derecho (inicos salvo por multiplicacion por
una constante) correspondientes al eigenvalor p que tienen coordenadas estric-
tamente positivas.

3. Sea ¢ = (¢1,..., &m) un vector con coordenadas estrictamente positivas. En-
tonces, para todo i € X:

m

1
lfim —In [ Y (B")ij¢; | =Inp

n—oo N -
Jj=1

Demostraciéon. Ver [7]. O

A.2. Comentarios sobre la notacién de orden de magnitud

A lo largo de esta tesis se utilizan las siguientes definiciones de los simbolos de
Landau o y O:

Definicion A.2.1. Sea 2 un espacio equipado con una métrica y sean f: Q) — R y

p: Q=R

1. Escribimos f(n) = o(e(n)) cuando n — oo, si para todo € > 0 existe M € R
tal que:

|f(n)] < €lp(n)| para todo n > M

2. Escribimos f(n) = O(p(n)) cuando n — oo, si existen constantes C, N € R
tales que:

|f(n)| < Cle(n)| para todo n > N
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De acuerdo a estas definiciones, f(n) = o(¢(n)) implica que f(n) = O(p(n)).
También, si ¢(n) # 0 y utilizando la definicién de limite en infinito, es ficil notar lo
siguiente:

f(n) = o(p(n)) = |£()] < elp(n)| = '% ces \fm 0‘ “e
o)
e ()

Andlogamente, si ¢(n) # 0, entonces:

) = Olplo) = 1] < Clet)] = | 1| < 05 |10 <o
= [go|-e <= (JZG5]-e) o= (55]) -
> Jim | 5| < o0

Es importante notar que a partir de estas observaciones, las definiciones A.2.1 son
equivalentes a las presentadas en [13, Seccién 1.6].

A.3. Integral con respecto a una medida

En esta seccién presentamos las definiciones bésicas de integraciéon con respecto
a una medida. Para un tratamiento més detallado, sugerimos las referencias [24],
[6]. A lo largo de esta seccidn, consideramos un espacio de medida (2, B, ).

Definicion A.3.1. Una funcion s : @ — R es una funcion simple si solamente
puede tomar un numero finito de valores.

Sean a; los distintos valores que puede tomar una funcién simple s :  — R y
sea A; = {z € Q: s(x) = a;}. Entonces la funcién simple s puede escribirse como:

s(w) = 3 ana, (@) (A1)
donde:
0 z€A
XA(J?):{l rd A (A.2)

Definicién A.3.2. Sea s: Q — [0,00) una funcidn simple con a; > 0 para todo i y
suponga que A; € B para todo i. Con estas condiciones, decimos que s es integrable
con respecto a la medida N (o bien que es A—integrable) y ademds, definimos la
integral de la funcion simple s mediante:

/sd/\ = ai\(A) (A.3)
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Definicién A.3.3. Sea f :  — [0,00) una funcién medible. Entonces la integral
de f con respecto de X\, denotada [ fdX, es definida mediante:

/fd)\ = sup {/ sdA : s es una funcion simple, s es \ integrable, s < f}

Definicién A.3.4. Sea A€ By f: A — [0,00) una funcidn medible. Entonces la
integral de f con respecto de X\, sobre A, denotada fA fd\, es definida mediante:

/A fax= [ Fradr

Definicién A.3.5. Sea f : Q — R una funcién medible. Denotamos f* = max(f,0)
y f~ = min(f,0). Si las integrales [ fTd\ y [ f~d\ son ambas finitas, entonces
decimos que f es integrable con respecto a la medida A o bien que es A—integrable,
y definimos la integral de f con respecto de A:

/fdA:/ﬁdA—/f—dA

Definicion A.3.6. Sea A€ By f: A— R una funcion medible. Si las integrales
fA frdx y fA f7d\ son ambas finitas, entonces la integral de f con respecto de ),
sobre A es definida mediante:

/AfdA:/Af*dA—/Af_d/\

A.4. Lemas necesarios en algunas de las demostraciones presentadas

El siguiente lema se utiliza en el ejemplo 2.3.3.

Lema A.4.1. Sea A una matriz cuadrada de m x m cuyos elementos son a;;,
Y =A{1,...m}, x1,...,x, € . Entonces, para todo xg € X:

m n—1
Z (An)xo,xn = Z H Ay (A4)
xn=1 T1,eey Ty =0

Demostracion. Por definicién de producto matricial, (AQ)M = > peq @i ay ;. Esta

misma definicién puede aplicarse al producto A?A obteniéndose:

(A%, =3 ((4%),) s = Y (Z )

k=1 k=1
Por lo tanto:
m m m m
> (A%, =D aaar,
j=1 j=1k=1 =1

Por conveniencia en la notacién, definimos: i = xg, | = z1, k = x9, j = x3 con
T1, T2, x3 € 2. Con esta nueva notacion podemos escribir:

m

m m m 2
3 _ —
E (A )l’o,ws - E E E Azg,01 Ay x5 Qw3 = E I I Azy,wiq1

xr3=1 r3=1xzo=1121=1 r1,x2,x3 \i=0
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Por induccién se llega a (A.4) con lo que se completa la demostracién del Lema
A4, O

El siguiente lema se utiliza en las demostraciones de los Teoremas 2.1.3 y 3.1.1.

Lema A.4.2. Suponga que f : R — R es positiva y no creciente en [1,00). Entonces,
si f es Riemann integrable se cumple la siguiente desigualdad:

/n " fla)dn < ]if(k) < / 001 f(x)dz

Demostracion. Dado que f es positiva y no creciente se tiene para todo k > 1:

k+1 k+1
/ J(@)de < (k) / dz = f(k)(k+1— k) = f(k)
k k

Similarmente:
k k
f@)dx > f(k) | do= f(k)(k—(k—1)) = f(k)
k—1 k—1
Con lo que:
k+1 k
[ s@iz << [ s
k k—1
o0 k+1 oo o k
> [ s < IMICEDY | sy
[ @i <>t < [ pa)ds
n k—n n—1
Esto completa la demostracién del lema A.4.2. O

El siguiente lema se utiliza en la demostraciéon del Teorema 3.1.5.

Lema A.4.3. Sea f : Q — R una funcion integrable con respecto a la medida
w. Defina Qo = {x € Q: f(z) >0}. Si [ f(2)du(z) = 0 entonces [|f(2)|du(z) =
2 [o, f(2)dp(z)

Demostracion.

/ f@duz) = [ F@du) + [ f@)duz) =0
Qo Q

[ rant) = - /ﬂ ROLIE
Por otro lado:

[1#Gdnt) = [ 1@laut)+ [ 1Gldu)
= [ f@dun)~ [ sGdu)
Qo Qs

= | et + / Seintz) =2 / )

Esto completa la demostracién del Lema A.4.3. O
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Las siguientes proposiciones y el lema A.4.4 se utilizan en la demostracién del
lema 2.2.3.

Proposicion A.4.1. Si f y g son funciones acotadas, entonces:

inf {/(v) +9(v)} = mf {f(y)} + nf {g(y)} (A.5)

sup {f(y) + 9(y)} < sup{f(y)} +sup{g(y)}. (A.6)
yeN yeN yeN

Demostracion. Mostraremos primero que se cumple (A.5). Se tiene que, para to-

doy € Q, f(y) > mfyea {f(y)} v 9(y) > mfyea{g(y)}, por lo que f(y) + g(y) >
infyeq {f(y)} + inf {g(y)}. En particular, infyeq {f(y) +9(y)} > infyea {f(¥)} +
infyca {g(y)}, con lo que se demuestra (A.5).

Similarmente demostraremos que se cumple (A.6). Se tiene que, para todo y € €,
fy) < supyeq {f(y)}y 9(y) < supyeq{9(y)}, porlo que f(y)+g(y) < supyeq {f(y)}+

sup{g(y)}. En particular, sup,cq {f(y) +9(y)} < supyea {f(¥)} + supyea {9(y)},
con lo que se demuestra (A.6). Esto completa la demostracién de la Proposicién

A4l 0

Proposicién A.4.2. Si, para todo y € Q2 se cumple f(y) < g(y) y g es acotada por
arriba, entonces:

sup {f(y)} <sup{g(y)}. (A7)
yeN yeN

Demostracion. Dado que g es acotada por arriba, se tiene que g(y) < sup,cq {9(y)}-
También, dado que, para todo y € 2 se cumple f(y) < g(y), se tiene que f(y) <

supyeq {9(y)}. En particular, sup,cq {f(y)} < sup,eq {g(y)}. Esto completa la de-
mostracién de la Proposicién A.4.2. |

Proposicion A.4.3. Sea f una funcion acotada por abajo. Entonces:

sup{—f(y)} = ’yﬁé&f) {f(y)}.

yeN

Demostracion. Sea o = infycq {f(y)}. Por definicién, a < f(y) para todo y € Q.
Esto quiere decir que —a > — f(y) para todo y € Q, lo cual a su vez quiere decir que
—a es una cota superior de — f. Queremos mostrar que —« es la menor de las cotas
superiores de —f. Suponga que existe otra cota superior de —f, que denotamos b,
tal que —a > b > —f(y). Entonces —b < f(y) para todo y € Q. Es decir, —b
es una cota inferior de f. Dado que, por definicién, o es la mayor de las cotas
inferiores de f, se tiene que a@ > —b, o bien —a < b. Pero por hipdtesis —a > b

por lo que se concluye que b = —a es la menor de las cotas superiores de —f.
Por definicién de supremo, —a = sup,cq {—f(y)}. Dado que a = infyeq {f(y)}, se
tiene que supycq {—f(y)} = —infyeq {f(y)}. Esto completa la demostracién de la

proposicion A.4.3. O
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Lema A.4.4. Si f y g son funciones acotadas, entonces:

f (700~ o o) < sup {1706) = 90} (A8)
ye ye yeN

sup{f(y)} —sup{g(y)}| <sup{[f(y) —g(y)[}- (A.9)
yeQ yeQ yeQ

Demostracién. Primero demostraremos que se cumple (A.8). Utilizando las propo-
siciones A.4.1, A.4.2 y A.4.3 se tiene:

yl’relg {fy)} = ylrelg {f(y) —9(y) +9(y)}
= Inf {f(y) —9(v)} + inf {9(v)}
inf {f)} - inf {9} = inf {fy) —9(w)} (A.10)
= —swp {9(y) — f(y)}
> —jelgﬂg(y) — Wl
= —jgg{lf@) -9} (A.11)

Similarmente, intercambiando f y g en la desigualdad (A.10) se tiene:
inf — inf > inf — .
inf {9W)} - mf {F (W)} = Inf {9(y) = Fw)}

Multiplicando por —1 ambos lados de la desigualdad y aplicando las proposiciones
A.4.2 y A.4.3 se obtiene:

~ Inf {9()} + Inf {fy}<- inf {9(y) — f(v)}
= Zgg{f(y) —9(y)}

< Sug{\f(y) — g} (A.12)

ye

Uniendo las desigualdades (A.11) y (A.12) se obtiene (A.8). Similarmente demos-
traremos que se cumple también (A.9).

sup {f(y)} = sup{f(y) — g(y) + 9(y)}
yeN yeN

<sup{f(y) —g(y)} +sup{g(y)}
Q yeNR

Zlelg {fy)} - 21615 {9(y)} < 21613 {fly) —gly)} (A.13)
< ztelg{lf(y) —g(W)l}- (A.14)

Intercambiando f y g en (A.13):

sup {g(y)} —sup {f(v)} <sup{g(y) — f(y)} - (A.15)
yeN yeN yeN
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Multiplicando por —1 ambos lados de la desigualdad:

—sup{g(y)} +sup{f(y)} > —sup{g(y) — f(v)}
Q yeQ Q

> —Zgg{\g(y) - fW)l}
= —zgg{\f(y) -9} (A.16)

Uniendo (A.14) y (A.16) se obtiene (A.9). Esto completa la demostracién del Lema
A44. 0
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