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Resumen

En este trabajo de tesis se realiza un andlisis de estabilidad robusta de familias intervalo
de polinomios de tercer y cuarto grado. Se consideran familias de polinomios determinadas
cuando los coeficientes varian en intervalos dependientes de un solo pardimetro desconoci-
do. Para tales familias presentamos resultados que determinan las cotas maximas para €ste
pardmetro. Una caracteristica principal de los resultados es que se obtienen formulas explici-
tas para dichas cotas en el caso de polinomios de tercer grado y para casos particulares de
polinomios de cuarto grado moénicos. Para el caso general de cuarto grado Unicamente se
presenta un algoritmo numeérico sencillo para determinar las cotas maximas.

Los resultados obtenidos se aplican al anélisis de estabilidad robusta del polinomio carac-
teristico describiendo la dindmica en lazo abierto de un convertidor elevador CD-CD. Se
muestra que las cotas maximas obtenidas son bastante conservadoras debido al sobredimen-
sionamiento implicito en la metodologia y a la interdependencia de los coeficientes del po-
linomio con los pardmetros fisicos del convertidor. Se presenta un anélisis distinto que toma
en cuenta la estructura de los coeficientes del polinomio con el cual se concluye la estabili-
dad de éste para cualquier seleccion de parametros fisicos del convertidor, proporcionando
asi una demostracion a un resultado conocido en electrénica de potencia.
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Abstract

In this thesis, an analysis of robust stability of interval polynomials families of third and
fourth degree is performed. Here are considered families of polynomials which are determi-
ned when the coefficients vary in intervals dependent on a single unknown parameter. For
such families, results that determine the maximum bound for this parameter are presented.
A main feature of the results is that explicit formulas are obtain for these bounds in the case
of third degree polynomials and in particular cases of fourth degree polynomials. For the
general case of fourth degree only presents a simple numerical algorithm to determine the
maximum bounds.

The results are applied to the robust stability analysis of the characteristic polynomial des-
cribing the open-loop dynamics of a DC-DC boost converter. It is shown that the maximum
coordinates obtained are quite conservative due to oversizing implicit in the methodology
and the interdependence of the coefficients of the polynomial with the physical parameters
of the converter. We present a different analysis that takes into account the structure of the
coefficients of the polynomial with which it concludes stability for any choice of physical
parameters of the converter, thus providing a demonstration to a known result in power elec-
tronics.
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Notacion
R
Rn
Rnxn

det(A)

Conjunto de los niimeros reales

Espacio vectorial de dimension n
Espacio vectorial de las matrices de n x n
Matriz identidad de n X n

Plano complejo

Frontera del conjunto S

Interior del conjunto S

Valor absoluto de un nimero

Magnitud del nimero z

Norma euclidiana del vector x

Determinante de la matriz A



Capitulo 1

Introduccion

Un sistema dindmico puede ser descrito por ecuaciones diferenciales de la forma

X= f(x,A), (1.1)

donde A se encuentra en un conjunto cerrado G C R’ y representa ciertos pardmetros de la
ecuacion diferencial, mientras que x € D C R” es un conjunto abierto y conexo. Para poder
obtener soluciones de tal ecuacidn es necesario asegurar que f(x,A) es una funcién continua
parax en Dy A en G y localmente Lipschitz respecto a x en D independientemente de A en
G. El problema de continuidad de soluciones ante cambios en el vector de parametros A se
ha estudiado matematicamente [8] y formalmente se expresa como:

Dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

[IA—Rol| < &= [|x(r,x0,A) —x(t,x0,h0)[| <&V €E, (1.2)

donde x(t,xp,A) y x(#,x0,A0) denotan las soluciones correspondientes a A 'y Ag de (1.1) con
condicion inicial xg, mientras que E denota el intervalo de existencia de las soluciones.
Ahora bien cuando se realiza una linealizacion alrededor de un punto de equilibrio se obtiene
como resultado un sistema lineal invariante en tiempo, el cual se describe como

£=AM)x, (1.3)

donde L€ Gy A(A) € R™".

En aplicaciones, el vector de parametros A sélo es conocido generalmente con un cierto gra-
do de precision, por lo que resulta de gran interés investigar el comportamiento asintotico de
las soluciones de la ecuacion (1.3) ante cambios en el vector de parametros A.

Si se considera que cada cambio en las entradas de A de la ecuacién (1.3), representa un
sistema distinto, entonces se tiene una familia ¥ de sistemas. Dada una familia ¥ y alguna
propiedad P, se dice que ¥ es robusta si cada miembro f € 7 tiene la propiedad P [4].

Como es bien conocido, el comportamiento asintético de las soluciones de (1.3) se rige
por la ubicacién de las raices del polinomio caracteristico asociado a la matriz A el cual se
determina como

P(s) =det(sl, —A(LA)) = po(A) + p1(A)s+ ...+ 5", (1.4)



donde p;(A),i =0,1,...,n, son funciones continuas del pardmetro A.

Comiunmente se desea saber si todas las raices del polinomio caracteristico de la matriz del
sistema se localizan en una determinada region abierta del plano complejo, tales como el
semiplano izquierdo o el circulo unitario, conocidas como regiones de estabilidad.

Un punto importante al tratar con el polinomio caracteristico de la matriz de un sistema con-
siste en asegurar la continuidad de las raices del polinomio respecto a variaciones en los
coeficientes de éste. En este sentido existen resultados tales como el Teorema de Rouché [5]
el cual aplicado a polinomios garantiza la continuidad de las raices respecto a cambios en
los coeficientes del polinomio asociado. El Teorema de Cruce de Frontera [S] es una he-
rramienta que utiliza la continuidad de las raices de los polinomios respecto a variaciones
en los coeficientes y sirve para determinar cuando las raices tocan la frontera de una regién
predeterminada en el plano complejo. El resultado anterior sirve como punto de partida para
diversos resultados posteriores.

Adicional al conocimiento de la ubicacion de las raices del polinomio caracteristico aso-
ciado a un sistema lineal, es deseable que el sistema se disefie de tal manera que la propiedad
de estabilidad se mantenga ain cuando existan incertidumbres paramétricas y/o perturbacio-
nes. Tal propiedad se conoce como estabilidad robusta.

La mayor parte de la investigacion en el campo del control robusto se estudia principal-
mente desde cinco dreas distintas [4] : He, QF T, u-sintesis, Lyapunov y Kharitonov. Cada
uno de los enfoques tiene ventajas y desventajas, por ejemplo el enfoque H., por ejemplo es
muy util para lidiar con problemas de estabilidad robusta y desempefio ante perturbaciones
no estructuradas [5], pero es deficiente al trabajar los mismos temas cuando se encuentran
incertidumbres paramétricas. Para lidiar con la estabilidad robusta ante perturbaciones pa-
ramétricas el enfoque Kharitonov [12] es una herramienta poderosa, siendo este dltimo en el
cual se enmarca el presente trabajo.

Cuando los parametros del sistema presentan variaciones en su comportamiento, se dice que
existen incertidumbres paramétricas. Realizando un recuento sobre la teoria que trata con las
incertidumbres paramétricas, mucho trabajo existente se deriva de la teoria que trata de las
caracterizaciones del dominio de estabilidad. Como el de Neimark en 1949 [16], donde trata
técnicas para el andlisis de estabilidad robusta, las cuales trabajan bien cuando se tiene un
pequeiio nimero de incertidumbres paramétricas.

Para problemas que involucran andlisis de robustez con incertidumbres paramétricas entran-
do multilinealmente en los coeficientes de las funciones de transferencia, una poderosa he-
rramienta es el Teorema del Mapeo, dado en el libro de Zadeh y Desoer en 1963 [23]. Siljak
en su libro en 1969 [17] considera clases especiales de problemas de andlisis de estabili-
dad robusta para sistemas con incertidumbres paramétricas reales. Después de una década
Ackerman [1] renueva el interés en el campo de las incertidumbres paramétricas reales con
su articulo Disefio del espacio de pardmetros de sistemas de control robusto”’publicado en
1980.

El Principio de Exclusion del Cero es un resultado importante que sirve como base a otros



resultados; una version de esta condicion se remonta al menos tan atras como el articulo de
1929 Frazer y Duncan [6], quienes son considerados por algunos como pioneros en los tra-
bajos sobre robustez de sistemas.

Pero es en 1978 cuando el matematico ruso Vladimir Leonidovich Kharitonov publica el
articulo cuya aportacion es en el sentido de la estabilidad robusta de familias polinomiales
en intervalos. El Teorema de Kharitonov [12], consiste en determinar la estabilidad de una
familia entera de polinomios con sélo revisar la estabilidad de 4 de sus miembros, lo cual lo
hace un resultado fundamental en el campo de las incertidumbres paramétricas.

Posterior a Kharitonov existe una gran cantidad de resultados, entre ellos un trabajo poco
conocido enunciado por Argound en 1987 [2], el cual proporciona desigualdades para revi-
sar la estabilidad de familias de polinomios de grado menor a 6; el resultado de Argound se
tomard como punto de partida para el anélisis presentado en esta tesis.

El presente trabajo abordara el problema de determinar un intervalo real [B;,7;] dentro del
cual la familia de polinomios dada por

P(s,A) =po+pis+...+pus", pi€Pi,vi] CR;, i=0,1,2,....n,

es estable.

Una vez se haya proporcionado un método para la obtencion de las cotas de los interva-
los se procederd a realizar una aplicacion sobre un convertidor de potencia. La gran mayoria
de los resultados obtenidos en el drea de electrénica de potencia presentan simulaciones
y/o experimentos para ilustrar la robustez de los esquemas propuestos, sin embargo, sélo
en pocos trabajos se proporcionan cotas derivadas de enfoques analiticos. En este trabajo se
realizard un andlisis para obtener de manera analitica las cotas para la variacion de carga en
el convertidor CD-CD elevador de voltaje presentado en [15].



Capitulo 2

Problema de Investigacion

Considere la familia de polinomios
0(s) = qo+qis+ 25> + ... + qus" (2.1)
donde cada coeficiente ¢g; varia dentro de un intervalo acotado, es decir,
gi € Bi,vil CR, i=0,1,2,...,n. (2.2)

Para determinar la estabilidad de toda la familia de polinomios el Teorema de Kharitonov
[12] representa una herramienta poderosa, ya que solo se requiere revisar la estabilidad Hur-
witz de 4 polinomios extremos de la familia, los cuales se construyen a partir de las cotas de
los intervalos de los coeficientes. Argound [3] proporciona un conjunto de desigualdades las
cuales proporcionan un método sencillo para verificar la estabilidad robusta de familias de
polinomios de orden pequeio. En el caso cuando no tenemos conocimiento a priori sobre las
cotas de los coeficientes, el problema de encontrar dichas cotas garantizando la estabilidad
robusta de la familia de polinomios mediante los resultados de Argound y el Teorema de
Kharitonov no puede resolverse satisfactoriamente en el caso general.

Un problema interesante surge cuando se intentan encontrar cotas superiores e inferiores
para v; y P; respectivamente tales que la familia de polinomios formada por los coeficientes
gi que satisfacen (2.2) sea estable. En la literatura existen diversas soluciones a este proble-
ma muchas de las cuales se basan en el Teorema del Cruce de Frontera o el Principio de
Exclusion del Cero [5].

En general, el problema que se ha planteado es encontrar la maxima region de estabilidad en
el espacio de coeficientes alrededor de un polinomio nominal estable tal que la propiedad de
estabilidad se mantenga. En solucién a tal problema en [18] se desarrolla un resultado que
presenta la bola de estabilidad ¢, mas grande centrada en un punto dado en el espacio de
coeficientes de un polinomio.

En [21], Tsypkin y Polyak generalizan el resultado anterior y presentan un método para cal-
cular la bola de estabilidad ¢, mas grande para el espacio de coeficientes, para p arbitrario.
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Recordemos que para un vector a = (aj,az, ...,a,)la norma ¢esta definida por

1

n
lall, = | Y lal” ]
j=1

donde p € N. El resultado de Tsypkin y Polyak es un método grifico basado en barridos de
frecuencia, el cual es muy conveniente para la implementacion en computadoras.

En el presente trabajo de tesis abordamos el problema de estabilidad robusta de familias
intervalo de polinomios, en el espiritu original del Teorema de Kharitonov, considerando
que no se tiene conocimiento a priori sobre las cotas de los coeficientes. Explicitamente
consideramos la siguiente familia de polinomios

O(s) =qo+qis+ ...+ qns", (2.3)
y definimos una caja de lado variable dependiente del pardmetro € > 0 como sigue:
qi € [pi — Mg, pi+Ngl, i=0,1,...,n, (2.4)

donde A; > 0,i=0,1,...,n son conocidos. Suponiendo que el polinomio P(s) = po+ p1s+
... + pns" es Hurwitz, queremos encontrar el maximo € tal que (2.3) es Hurwitz para todos
los coeficientes g; satisfaciendo (2.4). En otras palabras queremos encontrar la caja de esta-
bilidad més grande en el espacio de coeficientes de un polinomio.

En particular en este trabajo nos enfocaremos en los casos n = 3 y n = 4. Para el caso
general n = 4 presentamos un procedimiento para determinar el maximo €. Para los casos
n = 4 ménico cuando A Ay = AgAs y n = 3 general proporcionaremos férmulas explicitas
para el mdximo € garantizando la estabilidad robusta de la familia.

Una vez obtenido el resultado anterior, se realizard una aplicacion del resultado obtenido
para polinomios ménicos de cuarto grado, al polinomio asociado al circuito de un converti-
dor elevador CD-CD estudiado en [15]. Dicho polinomio tiene la forma siguiente:

P(s) = bo+bys+bys® + bzs® + 5%, (2.5)
donde
h=re b=ret L g
(1-D)? (1-D)*

o _
b= reer tigor b= nocn:

Como se puede observar los coeficientes del polinomio (2.5) dependen de un conjunto de
parametros tales como capacitores C;, bobinas L;, i = 1,2, la resistencia de carga R y el ciclo
de trabajo D. Mds aun, la variacion de cualquier pardmetro implica la variacion de mas de
un coeficiente del polinomio. En este escenario se conoce que resultados tipo caja pueden
ser bastante limitados en cuanto a que involucran sobredimensionamiento. Motivado en lo
anterior se analizard la estabilidad del convertidor tomando en cuenta la estructura de los
coeficientes con lo cual se concluird la estabilidad del circuito.



Capitulo 3

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados bdsicos para abordar el problema de
estabilidad robusta paramétrica polinomial. Se presentard el resultado fundamental de conti-
nuidad en las raices de un polinomio respecto al cambio de coeficientes, el cual es una apli-
cacion a polinomios del Teorema de Rouché [5]. Se estudia el Teorema de Cruce de Frontera
[5] el cual es una herramienta de suma importancia en la teoria de robustez paramétrica.
Asi mismo se presentardn condiciones de estabilidad tal como el criterio de Hurwitz [5] y
el Principio de Exclusion del Cero [5] para familias de polinomios. Finalmente se incluyen
los resultados obtenidos por Argound [3] y Kharitonov [12] que sirven como base para el
desarrollo del resto del trabajo.

3.1. Continuidad en las Raices de un Polinomio Respecto
al Cambio de sus Coeficientes

Un resultado fundamental para estudiar la estabilidad robusta de polinomios es garanti-
zar la continuidad de las raices ante variaciones en los coeficientes. El siguiente resultado,
basado en el Principio del Argumento es fundamental para entender la continuidad de las
raices

Teorema 1 (Teorema de Rouché) [5] Sean f(s) y g(s) dos funciones analiticas dentro y
sobre un contorno cerrado C en el plano complejo. Si

g ()] < [f(s)] 3.1)

para cualquier s sobre el contorno C, entonces f(s)y f(s)+ g(s) tienen el mismo niimero
de ceros dentro del contorno C, incluyendo multiplicidades.

Note que la condicién (3.1) implica que ni f(s) ni f(s)+ g(s) tienen ceros sobre el
contorno C. De hecho, si g(s) tiene un cero sg en el contorno C, entonces de la condicion
(3.1) tenemos

0=1[g(s0)| < £ (s0)|
y entonces so no es cero de f(s) ni de f(s) + g(s).



A continuacion se presenta un ejemplo de la utilizacion del Teorema de Rouché.

Ejemplo 1. Sea

G(s)=s%—4s° +5° — 1.
Queremos encontrar el nimero de ceros de G(s) que se encuentran dentro del circulo unita-
rio.

Tome P(s) = —4s> y Q(s) = s® + s> — 1, de manera que G(s) = P(s) + Q(s). En este caso el
contorno cerrado C es el circulo unitario, es decir,(y = {s € C : |s| = 1}. De la desigualdad
del tridngulo en C tenemos que

0(s)| = Is® +5° = 1] < |s*| + ||+ | — 1.

Para s € (4 se tiene que

Q(s)] < 3.
Por otro lado para s € ()
P(s)| =] — 45" = 4.
Se sigue que
Q@) < |P(s)]-

Como P(s) tiene una raiz en s = 0 de multiplicidad 5 entonces entonces G(s) tiene 5 raices
en el circulo unitario.

El siguiente teorema se obtiene al aplicar el teorema de Rouché a polinomios

Teorema 2 [5] Sean los polinomios

m

P(s) = po+pis+...+pas" = pa[J(s—57)", pn #0,

j=1
G(s) = (po+eo)+(p1+e1)s+...4+(pn+en)s",

y considere un circulo G, de radio ry, centrado en sy la cual es una raiz de P(s) de multipli-
cidad ty. Fijando ry de manera que

0<re<min{|sk—s;|:j=12,...k—1,k+1,...,m},

donde m = n — t. Entonces, existe un niimero positivo €, tal que |&;| <€, parai=0,1,...,n;
implica que G(s) tiene precisamente ty ceros dentro del circulo C.

El teorema anterior indica que si los coeficientes del polinomio P(s) son perturbados lige-
ramente, entonces las raices del polinomio perturbado G(s) se encuentran suficientemente
cerca de las raices del polinomio original P(s).



Apliquemos el Teorema 2 a ejemplos numéricos.

Ejemplo 2. Consideremos el polinomio

P(s)=s+1.
En este caso P(s) tiene una tnica raiz s; = —1. En consecuencia podemos escoger arbi-
trariamente el radio del circulo (; centrado en s; = —1. Sea r = 1 el radio del circulo (.

Consideremos ahora el polinomio perturbado
G(s)=(14+¢1)s+ (1+¢€o),

Deseamos calcular € > |g;| tal que G(s) tiene el mismo nimero de ceros dentro de un circulo
(1. Definamos
A(S) = €&15+&p.

Tenemos que
1 1
A(s)| = lers +eo] = | Y eis'| < ) [eills']-
i=0 i=0

Si |€j| < € entonces

1 1 1 1
Y lells| <eY s =e Y [(s+s1—s)f <e Y [(ls— s +[si I
i=0 i=0 i=0 i=0

Si s pertenece al circulo () entonces
ls—s1| = 1.
Tomando en cuenta que s; = —1 se tiene que
|A(s)| <3e, Vse (.

Debido a que P(s) es una funcion continua en s y el circulo (] es un conjunto compacto en
C, entonces existe

O =min{|P(s)|:s € (1}

Observemos que P(s) mapea el circulo (; centrado en s; = —1 al circulo unitario centrado
en el origen. Entonces
|P(s)|=1, Vse(,

y por lo tanto & = 1. Si escogemos ¢€ tal que

entonces
|A(s)| < |P(s)], Vse€ (.

Luego entonces, el Teorema de Rouché implica que P(s) y G(s) = P(s) + A(s) tienen el
mismo nimero de ceros en el circulo (7. Observemos que debido a que el circulo ( estd com-
pletamente contenido dentro del semiplano izquierdo abierto del plano complejo, entonces



el resultado implica que el polinomio perturbado G(s) tiene su tnica raiz en el semiplano
izquierdo del plano complejo para todo €y y €; tales que

= <% y el < %

Ejemplo 3. Sea el polinomio
P(s)=s>+2s+1

el cual tiene una raiz de multiplicidad dos en s; = —1, por lo que es posible establecer un
radio arbitrario para el circulo () centrado en s; = —1. Escojamos r = 1.
Deseamos encontrar € > |g;| tal que el polinomio perturbado

G(s) = (1+&)s* +(24¢)s+ (14g)

contenga el mismo nimero de raices que P(s) en el circulo (. Definamos el polinomio de
perturbaciones
A(S) = 8282 + €15+ €.

Se tiene que

2
A(s)| = |eas® +ers+eo| = | Y &is'].
i=0

Por la desigualdad del tridngulo se obtiene que

2 2
1Y es'| <) Jeills'].
i=0 i=0

Si |&;| < € entonces

2 2 2 2
Z\SiHs’| < 82 |s'| :82|s+s1 —s1|' < 82(\S—S1H—]s1|)’.
i=0 i=0 i=0 i=0

Si s € () entonces

2
AG) <eY(rt fsi]).

i=0
Sustituyendo los valores de r = 1y s; = —1 se obtiene

A(s)| <T7e, Vse (.

Tomando en cuenta que P(s) es una funcion continua sobre (j en s y el circulo (j es un
conjunto compacto en C entonces existe

& =min{|P(s)| : s € C1}.

Luego, observando que P(s) mapea el circulo ( centrado en s; = —1 al circulo unitario
centrado en el origen se tiene que |P(s)| = 1 para toda s en (j, por lo que = 1. Escogiendo

8<6_1
7 7
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se sigue que
|A(s)| < |P(s)], Vse€ (.

Entonces por el Teorema de Rouché P(s) y G(s) = P(s) + A(s) tienen el mismo nimero de
ceros dentro de (7. Dado que (7 se encuentra totalmente contenido en el semiplano izquier-
do abierto del plano complejo entonces G(s) sigue siendo estable para todo |g;| < %

Ejemplo 4. Tome P(s) como en el ejemplo anterior, y considere ahora que el polinomio
perturbado G(s) es de la forma
G(s) =&35° + (14€)s* + (24€1)s+ (1 + o).

Definamos
A(s) = 83S3 + €2S2 + €15+ €,

Tomando el circulo (i, como el circulo centrado en s; con radio r = 1, queremos encontrar
€ > |¢;| tal que se cumpla el teorema 2. Tenemos que

3 3
AGs) =) s < Y leills']-
i=0 i=0

Si € > |¢;| se obtiene que

3 3 3
Y leillsl <€ [s+si—sif <e Y (s —si]+ s ).
i=0 i=0 i=0
Si s € (] entonces
3 3
eY (Is—sil+In) <e} (r+si]) = 15¢.
i=0 i=0

Debido a que §(s) = 1, al igual que en el ejemplo anterior, se sigue que escogiendo € < % =

%, la desigualdad
|A(s)| < |P(s)|], Vse€(,
se satisface. El Teorema 1 implica que P(s) y G(s) tienen la misma cantidad de ceros den-
tro del circulo unitario. Formando ahora el polinomio de perturbaciones A(s), dado que
lei| <e= % = (0.0667 es posible tomar por simplicidad €y = €] = €, = €3 = 0.062 y formar
entonces el polinomio
A(s) =¢€o+€15+ €2S2 —|—83S3.

Luego el polinomio de perturbaciones G(s) = P(s) + A(s) queda de la forma
G(s) = 1.06242.062s + 1.0625* + 0.062s"

cuyas raices son s; = —1.1430,s, = —1,53 = —14.9860. Observe que P(s) tiene una raiz con
multiplicidad dos ubicada en —1, y G(s) tiene 2 raices dentro de (7}, tal como se esperaba.
Note que el polinomio perturbado G(s) es de tercer grado mientras que el polinomio nominal
P(s) es de segundo grado, lo cual pone de manifiesto el hecho de que el grado de G(s) y el
de P(s) no tiene que ser igual, sin embargo se observa que al agregar un grado al polinomio
perturbado G(s) la cota € para las perturbaciones disminuye de % a %

Del Teorema 2 se deriva el siguiente corolario.
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Corolario 1 /5] Fije los circulos Ci, Ca, ..., Gy los cuales se encuentran por pares, disjuntos
y centrados en s1,52, ...,Sy respectivamente. Por una aplicacion repetida del teorema previo,
siempre es posible encontrar un € > 0 tal que para cualquier conjunto de niimeros €y, ..., €,
que satisfagan |€;| < €, parai=1,2,...,n, G(s) tiene precisamente t; ceros dentro de cada
uno de los circulos C;.

Note que en este caso G(s) siempre tiene n ceros y debe permanecer entonces de grado n,
por lo que necesariamente € < |py|.

Con el Teorema 2 y el Corolario 1 se garantiza la continuidad de las raices del polinomio
con respecto a cambios o perturbaciones en sus coeficientes. Si consideramos el problema
de estabilidad y suponemos que P(s) tiene todas sus raices en el semiplano izquierdo abierto
entonces los resultados proporcionan una primer medida de robustez ya que se obtiene una
cota para tales perturbaciones mediante el cdlculo de la cota €. Asi si § es la region de estabi-
lidad de interés, el polinomio nominal tiene todas sus raices en dicha region, entonces todos
los polinomios que tengan una perturbacién menor al € asociado seguirdn siendo estables.
De esta manera se obtiene una cierta medida de variacion en los coeficientes del polinomio
tales que el polinomio sigue siendo estable. En este resultado la cota obtenida no es la 6pti-
ma ya que, ademds de que puede cambiar al modificar el radio del circulo o la posicién de
las raices, el € obtenido no es el maximo posible. Sin embargo, resulta complicado aplicarlo
directamente ya que para polinomios de grado mayor a uno, es dificil en general determinar
el min{|P(s)|} cuando s toma puntos en la frontera del circulo, y dicho célculo es necesario
para encontrar el valor € que acota las perturbaciones.

3.2. El Teorema de Cruce de Frontera

Considere C y sea S C C cualquier conjunto abierto. Entonces § junto con la frontera de
S, denotada por dS y el interior U° del conjunto cerrado U = C — §, donde C — § denota la
operacion de complemento, forman una particién de C, esto es

SUISUU°=C, SNU°=5N0dS=d5NU° =0.

Asuma que cada uno de estos conjuntos (§,d5,U°) es no vacio. Considere una familia de
polinomios Q(A,s) que satisface las siguientes suposiciones:

1. Grado invariante n
2. Continua con respecto a A en un intervalo real fijo E = [a, b].
En otras palabras un elemento de Q(A,s) puede ser escrito como
P(A,s) = po(A) +p1(M)s+...+pa(A)s",  pa(A) #0,VAEE,

donde po(A), pi(A),..., pu(X) son funciones continuas en E, y donde p,(A) # 0 para toda A
enE.
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Del Teorema 2 y el Corolario 1 se puede concluir que, en general, para cualquier conjun-
to abierto O, el conjunto de polinomios de grado n que tiene todas sus raices en O es abierto.
En el caso de la familia Q(A,s), para algin A € E, tal que P(A,s) que tiene todas sus raices
en S, siempre es posible encontrar € € R, tal que para todo A’ € (A —¢&,A+€)NE, enton-
ces se tiene que P(A/,s) también tiene todas sus raices en S. De aqui es posible enunciar el
siguiente teorema.

Teorema 3 (Teorema de Cruce de Frontera) /5] Considere la familia de polinomios Q(A, s)
dada anteriormente, la cual satisface las hipdtesis 1y 2. Suponga que un miembro P(a,s)
tiene todas sus raices en S, mientras que P(b,s) tiene al menos una raiz en U°, entonces

existe al menos un p € (a,b| tal que:
a) P(p,s) tiene todas sus raices en SUJS,y
b) P(p,s) tiene al menos una raiz en 9.

El resultado anterior establece que al ir de un conjunto abierto a otro conjunto abierto disjun-
to del primero, el conjunto de raices de una familia continua de polinomios Q(A,s) de grado
fijo debe intersectar en alguna etapa intermedia la frontera del primer conjunto.

Si P(A,s) pierde grado, es decir, p,(A) = O para algunos valores de A, entonces el Teore-
ma del cruce de frontera no se mantiene, aunque puede ser modificado para tal caso [5].

3.3. Estabilidad

El Teorema 2 y el Corolario 1 se enfocan en la continuidad de las raices de un polinomio
cuando existen variaciones en sus coeficientes. Por medio del Teorema 3 es posible detectar
cuando, al haber variaciones continuas en los coeficientes, las raices de un polinomio cruzan
por la frontera de una cierta region abierta S del plano complejo. En la teoria de estabilidad
el interés se centra en el caso especifico en que la regién § es el semiplano izquierdo abierto
del plano complejo (para sistemas continuos en el tiempo) o en el circulo unitario abierto
(para sistemas discretos en el tiempo). Debido a que este trabajo considerara inicamente el
caso de sistemas continuos en el tiempo, la regién § sera el semiplano izquierdo abierto del
plano complejo, la cual llamaremos region de estabilidad.

La siguiente definicion caracteriza polinomios con raices dentro de la region de estabilidad:

Definicion 1 (Criterio de Hurwitz) Considere el polinomio
P(s) = po+ pis+ pas® + ...+ ps”, 3.2)

se dice que P(s) es un polinomio Hurwitz si, y solo si, todas sus raices estdn ubicadas en el
semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Adicionalmente una condicion necesaria para que un polinomio sea Hurwitz es la condicion
de Stodola presentada a continuacion:
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Condicién 1 (Condicién de Stodola) Si P(s) es un polinomio real y Hurwitz, entonces to-
dos sus coeficientes son distintos de cero y tienen el mismo signo.

En el resto del trabajo consideraremos polinomios que cumplan con la condicién de Stodola,
concretamente con polinomios con coeficientes positivos.

Cuando las raices de un polinomio se encuentran dentro de la regién de estabilidad dire-
mos que el polinomio es estable, en el caso que un polinomio sea Hurwitz es equivalente a
tener un polinomio estable.

Es posible aplicar el Teorema de Cruce de Frontera para detectar la presencia de polino-
mios inestables dentro de una familia. Suponga que &(s,r) denota un polinomio de grado
n cuyos coeficientes dependen continuamente de un vector de pardmetros r € R/, el cual,
varfa en un conjunto Q C R/, es decir, existe una funcién continua que va de  al espacio de
coeficientes en el polinomio; con lo cual se genera la familia de polinomios

A(s) ={8(s,r) : r € Q}. (3.3)

Al tener una region de estabilidad .§, es deseable poder determinar si la familia de polinomios
dada por A(s) contiene polinomios inestables. Para esto, asuma que existe al menos un r, en
Q tal que O(s,r,) es estable y cada polinomio en la familia tiene el mismo grado. Entonces,
si existe r. € Q tal que el polinomio 8(s,r.) es inestable, se sigue del teorema de cruce de
frontera que cualquier camino continuo que conecte r, y r., entonces debe de existir un pun-
to r, tal que el polinomio dado por 8(s,r,) contiene al menos una raiz en la frontera de la
region de estabilidad d.S. Si tal camino puede ser construido enteramente dentro de Q, esto
es si Q es arco conexo, es decir, que cada par de puntos distintos ry, ry, €  existe un arco p
tal que p(0) = r, y p(1) = ry, entonces este punto debe pertenecer a Q. Dado lo anterior la
presencia de polinomios inestables dentro de la familia implica la presencia de polinomios
con raices en la frontera.

Si s* es una raiz de un polinomio de la familia, se sigue que d(s*,r) = 0 para algin r € Q,
lo cual implica entonces que 0 € A(s*), donde A(s*) es el conjunto de nimeros complejos
resultante de evaluar la familia A(s) en s*. Por lo tanto la presencia de polinomios inestables
en la familia A(s) puede ser detectada generando el conjunto imagen en el plano complejo
A(s*) de la familia en s* € 9, realizando un barrido de s* a lo largo de la frontera de es-
tabilidad 9§ y revisando si la condicién de exclusion del cero 0 ¢ A(s*) se viola para algin
st €dS.

Lo anterior se establece como

Teorema 4 (Principio de Exclusion Cero) [5] Asuma que la familia de polinomios (3.3)
es de grado constante y contiene al menos un polinomio estable, sea ademds € un conjunto
arco conexo, la familia entera de polinomios es estable si, y solo si,

0 A(s*),Vs* €05 (3.4)

El inconveniente que presenta el teorema anterior es que la condicion (3.4) debera revisarse
para cada r € Q y cada s* € 95, por lo que se tendrd que revisar esta condicién miembro a
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miembro de la familia (3.3). Lo anterior significa revisar un ndmero infinito de polinomios,
esta complicacion hace que el Teorema 3.4 no sea aplicado directamente, pero sirve como
base para formular otros resultados practicos.

El Teorema de Hermite-Biehler [S] permite establecer condiciones de estabilidad sobre un
polinomio de acuerdo a su separacion par e impar. Este resultado sirve como base para ob-
tener resultados fundamentales para la teoria de robustez paramétrica, por tal motivo se pre-
senta a continuacion.

Las partes par e impar de un polinomio P(s) se definen como:

PP (s) := po+ pas® + past+ ...

PImPar(g) := pis+ p3s + pss® + ... (3-5)

Propiedad 1 (Propiedad de Entrelazado) Un polinomio P(s) = PP (s) + P™P4(s) real,
satisface la propiedad de entrelazado sty solo si
1. Los coeficientes que acompanian la variable de mayor exponente (coeficientes lideres),
de PPY (s) y PP (s) son del mismo signo.

2. Todos los ceros de PP¥(s) = 0 y PP (s) = 0 son distintos, descansan sobre el eje
imaginario y se alternan a lo largo de éste.

Ahora es posible enunciar el siguiente teorema

Teorema 5 (Hermite-Biehler) /5] Un polinomio real P(s) es Hurwitz si, y sélo si, satisface
la propiedad de entrelazado.

3.4. Teorema de Kharitonov

Considere el conjunto Q(s) de polinomios reales de grado n de la forma
P(s) = po+ p15+ pas® + ... + pus” (3.6)

donde los coeficientes se encuentran dentro de los rangos

po € [Bo,Yol, p1eBivi]l o Pn € [BusVal

Asuma que el grado permanece invariante, es decir O ¢ [B,,¥,]. Tal conjunto de polinomios
es llamado familia intervalo real y nos referiremos a Q(s) como un intervalo polinomial. El
Teorema de Kharitonov [12] provee condiciones de necesidad y suficiencia sorprendente-
mente simples para la estabilidad Hurwitz de toda la familia.

Teorema 6 (Teorema de Kharitonov) [12] Cada polinomio en la familia Q(s) es Hurwitz
si, y solo si, los siguientes cuatro polinomios extremos son Hurwitz:

(s) = Bo+yis+vas®+Pas” +Pas +...
(s) = Bo+PBis+72s% + 738> 4+ Bas* + ...
(s) Yo+ PBis+ Bas® +yas® + st + ...
(s) = Yo+vis+ [5252 + B3S3 +Y4s4 +...

=
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Lo sorprendente del resultado anterior es que revisando la estabilidad de Hurwitz de so-
lamente 4 polinomios es posible determinar la estabilidad de un niimero infinito de ellos.
Otro punto importante de este teorema, es que indica el modo de construir los polinomios
a revisar, lo cual hace que este teorema sea sumamente Util e importante para determinar la
robustez de un sistema dindmico lineal invariante en tiempo.

3.5. Condiciones de Estabilidad de Argound

Considere el polinomio
P(s)=po+ pis+ ...+ pas”, (3.7)

cuyos coeficientes p; varian entre los limites inferior y superior B; y v;, i =0, 1,2, ...n respec-
tivamente. Sustituyendo s = j en (3.7) y definiendo u = ®? se obtiene

P(jo®) = R(u) + joQ(u)

donde
R(u) = po — papt+ papr® — pett’ + ... (3.8)

O(u) = p1 — pau+ psi> — pa’ + ... (3.9

Entonces R(u) contiene los términos pares y Q(u) los términos impares del polinomio. Dado
que los coeficientes p; varian entre limites superiores e inferiores, es posible entonces obtener
polinomios extremos de (3.8) y (3.9), sustituyendo adecuadamente [B; y ; se tiene que el
polinomio superior de la parte par denotado por R(u) esta dado por

R(u) = Yo — Bou+Yapr” — Ber” + ...

mientras que el polinomio inferior R(u) es de la forma

R(u) = Bo — Yout + Bapr® —Yorr* + ...

De igual manera para el polinomio Q(u) que contiene las potencias impares determinemos
el polinomio superior

O(u) =1 — Bau+vsi® — Brar’ + ...
y el polinomio inferior

O(u) = B1 — Y3+ Bsp® — 7 + ..

Ordenando las raices de los polinomios R(u), R(u), Q(u) y Q de acuerdo a su cercania al
origen, es posible definir las bandas de frecuencia de R(u) como los intervalos reales dados
por Big = [rir, r;z], mientras que las bandas de frecuencia de Q(u) estdn dadas por los inter-

valos Big = [rig, r@]; donde rig representa la i-ésima raiz de R.

En [2] se enuncian los siguientes lemas

Lema 1 Para un polinomio Hurwitz P(s), las raices de R(u), R(u), OQ(u) y Q(u) son reales
y positivas.
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Lema 2 Para perturbaciones continuas p; € [B;,Yi], i =0, 1,...,n las bandas de frecuencia
de R y Q son continuas y acotadas por las raices de los polinomios extremos R(u) y R(u)
para las bandas de frecuencia de R, y Q y Q para las bandas de frecuencia de Q.

Posterior a los resultados anteriores Argound obtiene el siguiente resultado

Teorema 7 (Teorema de Argound) /2] El polinomio P(s) es Hurwitz para todas las per-
turbaciones que satisfagan

pi € [Bi, il
si, y solo si, las bandas de frecuencia de los polinomios resultantes de la descomposicion
pary e impar de P(s), es decir R(u) y Q(u) respectivamente, se alternan y no se empalman.

Este teorema es el equivalente en el dominio de la frecuencia al resultado de Kharitonov.

Obteniendo las raices de los polinomios extremos R(u), R(u), O(u) y Q(u) y condicionan-

do a que el Teorema 7 se cumpla, Argound [3] proporciona condiciones de estabilidad para
polinomios de orden menor a 6. Dichas condiciones dependen solamente de las cotas de los
intervalos de variacion de los coeficientes, y a partir de éstas es posible determinar la esta-
bilidad de una familia de polinomios. Las condiciones encontradas por Argound [3] para los
casos de tercer y cuarto grado se enuncian en las siguientes proposiciones:

Proposicion 1 (Condicion de Argound para Familias de Tercer Grado [3]) Lafamilia de
polinomios

O(s) = c]3s3 +qzs2 +q15+ qo,
donde
qj € [B]?Y]] 7j :0,17273'

es Hurwitz si, y solo si la siguiente condicion se satisface:
B1B2 > Yov3 (3.10)
De lo anterior es facil obtener el siguiente corolario.
Corolario 2 El polinomio
P(s) = po+ p1s+ pas” + p3s°,
es Hurwitz si, y solo si
pP1pP2 > pop3-

Proposicion 2 (Condicion de Argound para Familias de Cuarto Grado [3]) Lafamilia de
polinomios
O(s) = qas* +q35° + q25* + q15+ qo,
donde
q;j € [B,vj],j=0,1,2,3,4.

es Hurwitz si, y solo si, las siguientes desigualdades se satisfacen:

YB3 > Viva+YoB3, (3.11)
BiBays > Biya+10%. (3.12)
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A partir de la proposicion anterior es posible concluir el siguiente corolario.

Corolario 3 El polinomio
_ 2 3 4
P(s) = po+ p15+ pas™+ p3s” + pas”,

es Hurwitz si, y solo si
P1P2P3 > Pip4+ pops3-

Para el caso de polinomios cuyo grado es menor a 6 revisar las condiciones dadas por Ar-
gound [3] representa un método mas sencillo para verificar la estabilidad robusta de familias
de polinomios que revisar la estabilidad de los 4 polinomios dados por Kharitonov, sin em-
bargo para polinomios de mayor grado Kharitonov continda siendo la mejor opcion.

Las desigualdades (3.10), (3.11) y (3.12) pueden ser obtenidas a partir de los polinomios
de Kharitonov, si se construye la matriz de Hurwitz correspondiente a cada uno de ellos y
se condiciona a que los determinantes de Hurwitz sean positivos, lo cual es una condicién
necesaria y suficiente para la estabilidad del polinomio. Sin embargo la cantidad de célculos
a realizar aumenta significativamente, por ejemplo para el caso de un polinomio de cuarto
grado Kharitonov nos llevaria a un conjunto de 16 condiciones por revisar, las cuales después
de ser analizadas deben llevar a las condiciones (3.11) y (3.12).
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Capitulo 4

Resultados Principales

4.1. Caso de Polinomios de Tercer Grado

Considere la familia de polinomios

0(s) = 358> +q2s* +q15 + qo, (4.1)

donde
qi € [pi— M€, pi+hg], i=0,1,2,3,

paraalgine >0y A; > 0,i=0,1,2,3. Suponga que P(s) = p3s° + pas® + p1s + po, es Hur-
witz y que cada valor A; es conocido. Notemos que si A; =0, i =0, 1,2, 3, entonces para todo
€ > 0 la familia Q(s) se reduce a P(s). El objetivo consiste en, encontrar el maximo € tal que
la familia (4.1) sea Hurwitz, utilizando para esto el resultado de la Proposicién 1.

El conjunto de coeficientes de un polinomio P(s), describen un punto p = (po, pi1,-.., Pn)
en el espacio de coeficientes, el cual se encuentra en R"+! siendo n el grado del polinomio.
Si el polinomio nominal P(s) es Hurwitz entonces, por continuidad, existe una vecindad al-
rededor del punto p tal que P(s) es Hurwitz para todo vector de coeficientes p en la vecindad.

Al construir un intervalo de la forma
[pi—¢,pite], i=0,1,2,...n,

dentro del cual la familia de polinomios es estable, y donde cada p; representa un coeficiente
del polinomio nominal Hurwitz, entonces se esta construyendo una caja cuadrada alrededor
de ese punto, cuyos lados miden 2¢€ (Ver Figura 4.1 en el caso de dos coeficientes).

Cuando el intervalo que se construye es de la forma
[pi_;\'i87pi+}\'i8]a i=0,1,2,...,n,

cada A; influye sobre la medida del lado de la caja en cada coeficiente p;. Una seleccion de
un valor mayor de A; hard aumentar la medida del lado de la caja en direccion del i-ésimo
coeficiente, o bien la seleccion de un valor menor de A; conducird a una reduccion de la va-
riacion en torno al i-ésimo coeficiente. Por otra parte la seleccion A; influird sobre el calculo
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Pi+£€ T

P-E T
Po

< |l i | >

| I
v pO_ g po pO +g

Figura 4.1: Caja cuadrada en el espacio de coeficientes

de la cota €.

Como se mostrard en ejemplos posteriores, al reducir el intervalo de variacion permitida so-
bre uno de los coeficientes se logra aumentar la magnitud de uno o mas intervalos del resto
de los coeficientes, ver Figura 4.2 en el caso de tres coeficientes. La asignacion de los dis-

P A

A
\

P,

P

\{

Figura 4.2: Cajas resultantes de modificar A en el espacio de coeficientes
tintos valores de A; debe entonces efectuarse con base en la necesidad que exista de ampliar

la variacion de alguno de los coeficientes. Por ejemplo si en alguno de ellos se encuentra
involucrada alguna ganancia de control, un cambio en la carga de un circuito, cambios en
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constantes de friccidn, etcétera.

4.1.1. El Caso General

Proposicion 3 La familia de polinomios (4.1) es Hurwitz si, y solo si,
0<e<eE,

donde € estd dado por
B { “B-VBIIAC i g £,
€ =

£, siA=0,
donde
A = M —AAs, 4.2)
B = —(piha+ p2hi + pohs + p3ho), (4.3)
C = pip2—pop3, 4.4)

Demostracion. Si P(s) es Hurwitz se cumple la condicién (3.10). El objetivo es encontrar el
intervalo maximo (f;,7;) tal que la familia permanezca estable, donde

B,‘ :pi—7\,l’8 Y Vi :pi—l-?\.ie, i=0,1,2,3.
Sustituyendo en la condicion (3.10) se obtiene
(pl — 7\.18)(p2 — 7\428) > (po + 7\.()8)(p3 + 7\438).

Sea

donde
f(e) = (p1—Mg)(p2—Nag),
g(e) = (po+Mog)(p3+Ase).

La familia (4.1) es Hurwitz si, y sélo si, 4(€) > 0. Mostraremos que € estd acotada por arriba
y por lo tanto existe € tal que

h(e) >0,Ve € [0,€), y h(E)=0.

Comenzaremos mostrando que /(¢€) tiene al menos una raiz real positiva. Ya que el polinomio
sin perturbaciones se asume estable, se tiene que

h(0) = f(0)—g(0)
= pip2—pop3 > 0.

Ahora observemos que
g(e) >0, Ve>0,
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y por lo tanto g(€) no tiene raices reales.
] z * _ Pl * __ P2
Por otro lado f(g) tiene las raices €] = 7+ y & = §2. Sea

. ) P1 D2
€ = —,— ¢ >0.
1 mm{M’M}

Tenemos que
h(er) = f(e1) —gler) = —g(e1) < 0.

Como h(€) es una funcién continua respecto a €, el Teorema del Valor Intermedio [11] im-
plica que existe € € [0,€) tal que
h(E) =0,

mostrando asf la existencia de, al menos, una raiz real positiva de i(€). Ver Figura 4.3.

Ahora bien, realizando los célculos algebraicos sobre h(€) se tiene que

A

h(0)

h()

L A\

h(€) h()
A\

Figura 4.3: Existencia de una raiz real positiva de A(€)

h(e) = Ae’> + Be +C, (4.5)

con A, B, C determinadas por las ecuaciones (4.2), (4.3) y (4.4). Las raices de (4.5) se obtie-
nen por la férmula general

—B++VB? —4AC
€12—= A .

El coeficiente B es negativo ya que A; y p; son positivas, por lo tanto el analisis de A nos
arroja 3 casos:
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Caso 1 A < 0. En este caso —B es un término positivo al igual que C, como A < 0 el término
—4AC es positivo al igual que B> Luego v/B> —4AC es también positivo y de magnitud
mayor a —B. Dado lo anterior (4.5) tiene una raiz negativa y una raiz positiva, por lo tanto

- —B— VB2 —4AC
- 2A '

Caso 2 A > 0. Este caso se obtiene cuando MAy > Agh3. Ahora el termino —4AC es ne-
gativo, pero dado que se sabe que h(€) tiene raices reales, entonces el término \/B? — 4AC
es positivo pero de magnitud menor a —B por lo que la ecuacion (4.5) tiene 2 raices reales

positivas, en tal caso
s —B—+V/B?—4AC
B 2A '

Caso 3 A =0. Este caso sucede cuando se escogen A;, i = 0,1,2,3, de tal manera que
MA> = M3 en tal caso tenemos

h(e) =Be+C =0.

La raiz de h(€) determina la cota buscada, por lo tanto

Para cada caso se tiene que h(€) > 0, para toda € € [0,€) y llegamos al resultado de la Pro-
posiciéon 3 m

Desarrollemos ahora un ejemplo numérico del resultado anterior.

Ejemplo 5. Considere el polinomio dado por
P(s) = 4s® +95% + 265+ 24.
Luego se cumple que

(26)(9) > (24)(4),
234 > 96,

por lo tanto el polinomio es Hurwitz de acuerdo al Corolario 2. Supongamos A; = 1, i =
0,1,2,3, por lo que los coeficientes (4.2)-(4.4) toman los siguientes valores:

A=0, B=-63, C=138,

por lo que siguiendo la Proposicion 3, € toma un valor de

E_138
63

Dado que se cumple la condicion de que la familia de polinomios es estable para toda pertur-

bacion menor a €, entonces al tomar el valor de € = % se obtendra al menos un polinomio
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extremo que toca la frontera de la region de estabilidad. Los intervalos de variacion de los
coeficientes estdn dados entonces por

138 138 138 138
24— 20 94 26— =2 5
q‘)e( 63’ +63) ‘“€<6 6320 63)

138 138 138 138
6126(9—5,9—}-5), Q3E<4—§,4+a>.

Formemos los polinomios de Kharitonov con los extremos de los intervalos, con lo que se
obtendran raices en la frontera de la region de estabilidad en al menos uno de ellos.

138 138 138 138
K = (24-——= 26+ — — 4——)s
1(5) ( 63) <6+_63) <9+63) '*( 63)
138 138 138 138
K = (24——= 26— — — )P+ 4+ =5
2(s) ( 63) (6 63) +<9+63)S+(+63>s,
138 138 138 138
K = (244+—= 26— — — )P+ (4=
3(5) ( +63) (6 63) G 63) +(*’&)
138 138 138 , 138 ;3
K = |24+ — 26+ — - — 4— —
4(s) ( +63) <6+ 63)s+(9 63) +( 63>S
Para revisar la estabilidad Hurwitz de cada uno de ellos utilicemos la condicién dada en el
Corolario 2. Tomando en cuenta que cuando se obtenga pjp> — pop3 = 0 las raices del poli-

nomio tendrédn parte real igual a cero y por tanto se encuentran en la frontera de la region de
estabilidad.

Para K (s):
138 138 138 138
(20453 ) (93 ) - (- ) (-1 ) >0
Para K;(s)
138 138 138 138
(26——3) <9+—3) - (24—5) (4+—3) >0
Para K3(s)
138 138 138 138
26— 2 ) (90— -2} (44 -2 (244 2) =o0.
o) (@) (@) (e ) =0
Para K4(s):

138 138 138 138
2 LA D e 24
< 6+ 53 ) (9 63 ) ( 63 ) ( 63 ) > 0.

Como es posible observar, en este caso cuando € = €, el polinomio de Kharitonov denotado
por K3 tiene raices con parte real cero. Aunque, en otros casos, bien podrian aparecer en
cualquier otro de los polinomios segun el extremo de la caja que se encuentre tocando la
frontera de la region de estabilidad.

Mostremos ahora la variacion sobre las cajas en el espacio de coeficientes que se obtienen
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como resultado de variar A;. Cuando se toma Ay = A; = Ay = A3 = 1 se obtiene € ~ 2.1905,
es decir se forma una caja cuadrada centrada en el punto p cuyos lados miden aproximada-
mente 4.3810 unidades (2€).

Suponga ahora que Ay = 2, mientras que A; = 1, i = 1,2,3, siguiendo la Proposicién 3 la
cota obtenida es € = 2, por lo tanto la nueva caja mide 8 unidades sobre pg mientras que en
P1, p2 Y p3 mide solo 4 unidades por lado. Comparando con la caja anterior, se han sacrifica-
do aproximadamente 0.3810 unidades en cada lado de pi, p> y p3 para ganar 4 unidades en
direccion de po, por lo tanto se ha aumentado la robustez para cambios en este coeficiente.
Analicemos ahora el caso en que A9 = 0.5, manteniendo A; = 1, i = 1,2, 3. Con estos valores
se obtiene € ~ 2.3059. De manera que la caja mide alrededor de 4.6118 unidades en p1, p2
y p3 mientras que en pg tiene una medida aproximada de 2.3059 por lado.

4.1.2. El Caso Monico

En el caso de los sistemas dindmicos el polinomio caracteristico, dado en (1.4), es siem-
pre monico, es decir, el coeficiente lider p3 = 1 y no se encuentra sujeto a perturbaciones.
Tomando en cuenta estas observaciones considere la familia de polinomios

O(s) = s* +q2s* +q15 + qo, (4.6)

donde
qie[pi_}\'i?*?pi—i_}\'is]? i:071725

para algin € > 0y A; >0, i = 0, 1,2. Suponga que P(s) = s> + p2s + p1s+ po, es Hurwitz
y que cada A; es conocida. El objetivo consiste en, encontrar el maximo € tal que la familia
(4.6) sea Hurwitz, utilizando para esto el resultado de la Proposicion 1.

Corolario 4 La familia de polinomios dada en (4.6) es Hurwitz si, y solo si,

0<e<eE,
donde
—B— /B2 —4AC
= 4.7
€ A , 4.7)
con
A Mo, (4.8)
B = —(p1h2+pahi +2), (4.9)
C = pip2—Dpo. (4.10)

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 1, la familia de polinomios (4.6) es Hurwitz si,
y sélo si, i(€) > 0, donde
h(e) = Ae* + Be +C, 4.11)
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con A, By C segin las ecuaciones (4.8)-(4.10). Por hipétesis #(0) = C > 0. Dado que A
siempre positivo y B siempre negativo entonces del anélisis de la Proposicion 3 se sigue que
(4.11) tiene 2 raices positivas y luego

. —B—+v/B2—-4AC
a 2A '

]
Apliquemos el corolario anterior a un ejemplo con el fin de mostrar el uso de €ste.

Ejemplo 6. Sea P(s) = s> +8s> 4+ 554 10 y tomemos A; = 1, i = 0,1,2, recordando que
p3 no esta sometido a perturbaciones. Para verificar que tal polinomio sea Hurwitz basta con
revisar que p1p2 — po > 0y de hecho

(8)(5)—10=30>0
Los coeficientes (4.8)-(4.10) son
A=1, B=-14, C =30,

y de (4.7) se obtiene

€= ~2.6411

14 —+/76
2

Asi la familia de polinomios es Hurwitz para

14—+/7 14—+/7
q € | 10— 6,10+ 6
2 2
14—+/76 14—+/76
qg € |5— S+
2 2
14—+/76 14—+/76
g2 € 8 — 5 , 8+ > )

Note que dado que se toma un redondeo de la cota €, se da el caso en que los cuatro poli-
nomios de Kharitonov contindan siendo Hurwitz cuando € se redondea hacia abajo, o bien
alguno deja de ser Hurwitz cuando € se redondea hacia arriba. Realicemos ahora variaciones
sobre los valores de A para ejemplificar en este caso la variacion de las cajas en el espacio
de coeficientes. La caja resultante cuando A; = 1, i = 0, 1,2 es una caja cuadrada cuyos lados
miden aproximadamente 5.2822 unidades sobre cada coeficiente p;. Fijemos entonces Ag = 2
mientras que A; = 1, i = 1,2,. De acuerdo a la Proposicién 4 se obtiene que € ~ 2.3765 de
esta manera ahora la caja se ha vuelto rectangular ya que mientras en los coeficientes p; y
P> la caja tiene una medida aproximada de 4.7530 unidades, sobre el coeficiente pg tiene
una medida de alrededor de 9.5060 unidades, es decir mientras que la caja decreci6 en apro-
ximadamente 0.5292 unidades sobre pj y p», se tuvo una ganancia de alrededor de 4.2238
unidades sobre el coeficiente pg. Suponga ahora Ay = 0.5 mientras que A; = 1,i=1,2,, en
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este caso se obtiene € ~ 2.8051, de manera que sobre los ejes de los coeficientes p; = 1,
i = 1,2, la medida de la caja es de aproximadamente 5.6102 unidades, mientras que sobre el
eje po la medida de la caja es de alrededor de 2.8051.

Note que cuando se aumenta A, € disminuye, mientras que al disminuirlo € aumenta.

4.2. Caso de Polinomios de Cuarto Orden

4.2.1. El Caso General

Consideremos la siguiente familia de polinomios

O(s) = qas* + q35> + q25° + 15+ qo, (4.12)

donde
qj € [pj—?LJS,pj—f—;\,jS] ,j:O,...4,

paraalgine >0y A;>0,j=0,...,4. Suponiendo que P(s) = pas* + p3s> + pas® + p1s+ po,
es Hurwitz y que cada A; > 0, j =0, 1,2,3,4, es conocida. El objetivo consiste en encontrar
el maximo € tal que la familia (4.12) sea Hurwitz.

Proposicion 4 La familia de polinomios (4.12) es Hurwitz si, y sélo si,
0<e<e=min{€,&},

donde £, y & son respectivamente las raices minimas reales positivas de los polinomios

hi(€) y ha(€) definidos por
hi(e) = fi(e)—gi(e), (4.13)
h(e) = fa(e) —ga(e), (4.14)
fie) = (p1+Meg) (p2—Mag) (p3 — A38),
g1(8) = (p1+ME)% (pa+Aag) + (po+Moe) (p3 —A38)7,
£2(&) = (p1—Meg) (p2—Mag) (p3 +A38),
g2(8) = (p1—Me)* (pa+Aae) + (po+hoe) (p3 +Ase)>.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicion 2, desarrollando (3.11) y (3.12) en el caso en
que B; = pi — M€ y Vi = pi + A€, la familia de polinomios (4.12) es Hurwitz si, y sdlo si, las
siguientes desigualdades se satisfacen
hi(e) > 0, (4.15)
hy(e) > 0, (4.16)

donde h(€) y ha(€) estan definidas por (4.13) y (4.14), respectivamente. 1Por hipétesis te-
nemos que las desigualdades (4.15) y (4.16) se satisfacen para € = 0. Por el Teorema 2 sobre
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la continuidad de las raices de polinomios con respecto a variaciones en sus coeficientes te-
nemos que existe € > 0 (suficientemente pequeiio) tal que las desigualdades (4.15) y (4.16)
se satisfacen.

Vamos a mostrar que € > 0 no puede crecer arbitrariamente, es decir, que € > 0 esta aco-
tado por arriba. Dado lo anterior, mostraremos que existe € > 0 tal que

hi(e) >0y hy(g) >0,Ve € [0,€), 4.17)

hi(€) =00 hy(€) =0. (4.18)

Primeramente necesitamos mostrar que % (€) y sy (€) tienen al menos una raiz real positiva.
Consideremos la funcién £ (€). Observemos primero que por hipétesis 41 (0) > 0, por lo
que tenemos que

hi(0) = £1(0)—gi(0)
= pipap3 — (pipa+pop3) > 0.

Ahora observemos que la funcién g (€) satisface que
g1(e) >0,Ve >0,

y, por lo tanto, g;(€) no tiene raices reales positivas. Por otro lado, el polinomio de tercer

orden fi(€) tiene una raiz real negativa €] = —% y dos raices reales positivas €5 = ;’LZ y
e =8
3 A3 °
Sea

€ = mln{iz ij} > 0.

Tenemos que
hi(e1) = fi(er) —gi1(e1) = —gi(e1) <O.

Como £ (¢€) es una funcién continua con respecto a €, el Teorema del Valor Intermedio [11]
implica que existe &; € [0,€&] tal que

hi(&1) =0,

mostrando asi la existencia de al menos una raiz real positiva de /;(€) como deseamos,

tomemos la minima de éstas raices y denotémosla como €;. Consideremos ahora la funcién

hy(€). Observemos que /(0) = A1 (0) > 0. El polinomio f>(€) tiene una raiz real negativa
* P3 { 111 —_P1 — P2

g =—nY dos raices reales positivas €5 = Y & = o mientras que el polinomio g>(€) no

tiene raices reales positivas debido a que
g2(€) >0,Ve > 0.

Sea

P11 P2
= 0.
& = mn{}Ll 7\2}>

Tenemos que
hy(€2) = f2(€2) — g2(€2) = —g2(&2) <O.
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Una vez mas como hy(€) es una funcién continua con respecto a €, podemos aplicar el
Teorema del Valor Intermedio y concluir que existe €, € [0, ;] tal que

hy (&) =0,

mostrando asi la existencia de al menos una raiz real positiva de /;(€), tomemos la minima
de éstas raices y denotémosla como &,. Escogiendo

€ =min{€,&},

se tiene que las condiciones (4.17) y (4.18) se satisfacen y, por lo tanto, la demostracion de
la proposicion. m

Obsérvese que al tomar el € anterior, alguno de los cuatro polinomios de Kharitonov tendra raices
sobre la frontera de la region de estabilidad, ya que € representa el valor a partir del cual las
desigualdades de Argound dejan de cumplirse, es decir i1 (€) = 0 6 hp(€) = 0. Basado en el
resultado anterior, el maximo valor de € para el cual se garantiza la estabilidad robusta de la
familia de polinomios (4.12) se puede calcular mediante el siguiente procedimiento:

Paso 1: Calcular las raices de los polinomios /;(€) y h»(€),
Paso 2: Determinar la minima raiz positiva €, de h;(€) y &€ de hy(€).
Paso 3: El minimo de € y €, determina la cota buscada.
Para mostrar el uso de esta proposicion se utilizard el siguiente ejemplo.
Ejemplo 7. Considere el polinomio

P(s) = 25* 4105 + 155 + 32549,
el cual es Hurwitz segun el Corolario 3 ya que

pip2p3 > P%IM +pop§,
(32)(15)(10) > (32%)(2)+(9)(10%),
4800 > 2948.

Suponga A; = 1,i=0,1,2,3,4. De acuerdo a la Proposicion 4 se tiene que h;(€) y ha(€)
estan dadas por

hi(e) = —e>—48e?—1722e+ 1852,
hy(e) = —&’—4e>—1166e+ 1852.

Las raices de A (€) calculadas numéricamente son

—24.52224+34.2328j, 1.0444,

28



donde j> = —1, de manera que &; ~ 1.0444.
Por otro lado el calculo numérico de las raices de h,(€) indica que estdn situadas en

278824341616/, 1.5765,
y por lo tanto €, ~ 1.5765. Finalmente calculando min{€;,&,} se tiene que
£~ 1.0444,

por lo tanto la familia de polinomios es estable para todo € € [0,€).

Analicemos ahora el efecto de realizar cambios sobre algin A;, i = 0,1,2,3,4. En este caso
tomemos A; = 2, mientras que A; = 1, j = 0,2,3,4. Siguiendo el procedimiento anterior
se obtiene que € = 1.003. Este nuevo € no dista mucho del obtenido originalmente cuando
A; = 1 sin embargo el panorama es distinto al observar la forma de la caja obtenida en el
espacio de coeficientes. La caja original tiene una medida de 2.0888 unidades por lado en
direccion de cada coeficiente p;, mientras que la caja obtenida cuando A; = 2 mide 2.006
unidades en direccion de A, j =0,2,3,4 y tiene una medida de 4.012 unidades en direccién
de Ay, es decir, se han sacrificado 0.0828 unidades en direccién de A i» J=0,2,3,4, pero se
han ganado 1.9232 unidades en direccion de A;.

Fijando ahora A; = 0.5 y dejando A; = 1, j = 0,2, 3,4, se obtiene que € = 1.0668, de manera
que la nueva caja resultante tiene una medida de 2.1336 unidades en direccion de cada coe-
ficiente A j» y una medida de 1.0668 unidades en direccion de 1. Entonces sacrificando un
total de 1.022 unidades en A, se obtiene una ganancia de 0.0448 unidades en direccion de
Aj, j=0,2,3,4.

Observe que cuando A aumenta, € disminuye, mientras que cuando A; disminuye, € au-
menta.

4.2.2. El Caso Monico

Existen aplicaciones donde el coeficiente lider estd fijo y no sujeto a perturbacién alguna.
En este caso, consideramos la familia de polinomios

0(s) = s* + q35° + q25* + q15+ qo, (4.19)

donde
qj € [pj—kjﬁ,pj-l—?\,jﬁ} ,j=0,...3,

para algtin € >0y A; >0, =0,1,2,3. Suponiendo que P(s) = s* + p3s> + pas® + p1s+ po,
es Hurwitz y que cada A; > 0, j = 0,1,2,3, es conocida. En este caso es posible determinar
formulas explicitas para €; y €, como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 5 Considere la familia de polinomios (4.19) donde M\, = AA3. La familia de
polinomios (4.19) es Hurwitz si, y solo si,

0<e<e=min{é,&},
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donde

—B y Si A = O,
. _ —E—VE?—4DC
2 = 2D )
con

A = MA3pr+MAaps — A —A3po— MAspa, (4.20)
B = 2\3pops+Mpaps —2Mp1 — A3pipa — Map1ps — hop3, 4.21)
C = pipaps—pi—pop3, (4.22)
D = — (A +Mpo+MaAspi +MAspa+hoksps) (4.23)
E = Mpip2—Mpips+2Mp1 —2hapops — Mpaps — Aop3.- (4.24)

Demostracion. Realizando los calculos algebraicos involucrados en las expresiones para
hi(€) y ha(€), y tomando en cuenta que por hipétesis AjA, = ApAs, se llega a que

hi(e) = Ae*+Be+C,
hy(e) = De*+Ee+C,

donde los coeficientes A, B,C, D, E estan determinados por (4.20),(4.21),(4.22),(4.23) y (4.24),
respectivamente. Asf, las funciones % (€) y hz(€) son de hecho polinomios cuadraticos.

De la Proposicion 4 se tiene que h;(€) y ha(€) tienen siempre al menos una raiz real po-
sitiva €| y &, las cuales, en este caso, es posible determinar explicitamente como se muestra
a continuacion. Primeramente notemos que para polinomios cuadréticos la condicion nece-
saria de Stodola (1) es también suficiente, es decir, P(s) = As®> 4 Bs +C es Hurwitz si, y
solo si, los coeficientes A, B 'y C son distintos de cero y del mismo signo. Asi, como en este
caso tenemos que C > 0, entonces se sigue que para & (€) los coeficientes A y B no pueden
ser ambos positivos. La observacion anterior nos lleva a considerar los siguientes casos para

h (8):

Casol A>0yB<00A<0yB <0. En estos casos, siguiendo el andlisis de la demos-
tracion de la Proposicion 3, concluimos que la raiz real positiva €, estd determinada por

—B—/B*—4AC
24

) (4.25)

Caso2 A <0y B> 0. En este caso hy(€) tiene una raiz real positiva y una raiz real ne-
gativa. Realizando un andlisis similar al hecho en la demostracion de la Proposicion 3 se
obtiene que la raiz real positiva estd determinada por (4.25).

Caso 3 B = 0. En este caso se tiene Ae* +C = 0. Dado que existe al menos una raiz real
positiva se tiene que A < 0. Luego

que es (5) cuando B = 0.
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Caso 4 A = 0. En este caso, dado que existe al menos una raiz positiva de hy(€), tenemos
que B < 0y, por lo tanto, la raiz real positiva €, estd determinada por

C
~5 (4.26)

En conclusién cuando A # 0 el € estd determinado por (4.25) y cuando A = 0 por (4.26). Para
hy(€) tenemos que D < 0y C > 0. Siguiendo un andlisis similar al de los casos 1,2y 3 se
concluye que €; estd determinada por

. —E—VE2—4DC
€ = 2D .

Escogiendo el minimo entre €; y € el resultado sigue de la Proposicion 4. m
Resolvamos algunos ejemplos que muestren cada uno de los casos.

Ejemplo 8. Encontremos las cotas para el polinomio dado por
P(s) = s* 4+ 145> + 205 + 125+ 3.
Dado que

(14)(20)(12) > 1224 (3)(14%),
3360 > 732,
se cumple el Corolario 3 y por lo tanto P(s) es Hurwitz. Escojamos A; de manera que se cum-
pla que Ay = ApAs, por ejemplo A; = 1,i =0, 1,2,3. Con lo anterior, los valores numéricos
para las expresiones (4.20)-(4.24) quedan como:

A=2 B=-264, C=2628, D=-50, E=—464.

Dado que A > 0y B < 0 entonces estamos en el primer caso, por lo tanto, la raiz €, estd de-
terminada segiin la ecuacién (5), de la cual se obtiene que € ~ 10.8457, mientras que
€ ~3.9675. Se sigue que 0 < € < 3.9675.

Ejemplo 9. Dado el polinomio
P(s)=s"+5>+4s> +5+2,
el cual es Hurwitz segun el Corolario 3 dado que cumple

(@A) >
4 >

(1%)+(2)(1%),
3.
Suponga A; = 1,i =0, 1,2,3, de manera que los coeficientes (4.20)-(4.24) toman los siguien-

tes valores
A=-5 B=0, C=1, D=-9, E=-4,
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asi, obtenemos que €; ~ 0.4472 y €, ~ 0.1783. Por tanto obtenemos que 0 < € < 0.1783.

Ejemplo 10. Tomando el polinomio
P(s) = s* + 155> + 245> + 1254 2.
Verifiquemos que el polinomio es Hurwitz mediante el Corolario 3:

(12)(24)(15) > 1224 (2)(15%),
4320 > 594.

Tomemos A; = 1, i = 0,1,2,3, ante esta condicién los coeficientes de las funciones &;(€) y
hy(€) toman los valores

A=0, B=-297, C=3726, D=-54, E=—513,

con lo cual se muestra el caso 4, de manera que €, ~ 12.54 y €| ~ 4.8188, tomando el mini-
mo de ambos, el resultado arroja que 0 < € < 4.8188.

Analicemos en este ejemplo el efecto de realizar una variacion sobre A, y A3 mantenien-
dodg=A; = 1.

La caja abierta formada por el € obtenido cuando A; = 1 mide 9.6376 unidades por lado. To-
memos ahora A, = A3 = 2, esto para mantener la condicién de que A Ay = ApAs, de acuerdo
a la Proposicion 5 se obtiene € ~ 3.7313, por lo que la caja resultante mide 7.4626 unidades
en direccion de pg y p1, mientras que en direccion de p> y p3 tiene una medida de 14.92
unidades. Respecto a la caja original, la caja se ha reducido en 5.9063 unidades sobre los
coeficientes pg y p1, pero a cambio de esto se ha obtenido un aumento de 5.2824 unidades
sobre los coeficientes p; y p3. Observe que A, y A3 se han duplicado mientras que € ha dis-
minuido en 1.0875 unidades.

Suponga ahora A, = A3 = 0.5 para este caso € =~ 5.5676. De manera que la caja ha aumen-
tado sobre los coeficientes pg y p1 ya que ahora mide 11.1352 unidades por lado, mientras
que sobre p> y p3 ha disminuido hasta tener solamente 5.5676 unidades por lado. Se observa
entonces que al disminuir A, y A3, se ha incrementado el valor de €.

4.3. Aplicacion a un Convertidor de Potencia

Los resultados anteriores proporcionan un conjunto de intervalos dentro de los cuales
pueden variar los coeficientes del polinomio, sin embargo no toma en cuenta un analisis
explicito de las interdependencias entre los coeficientes. Este caso se vuelve por mucho, mas
complicado que el caso anterior, ya que al variar uno de los coeficientes, entonces otro de
ellos presentard una variacién que puede no cumplir las condiciones del € proporcionado, y
el caso se vuelve atin mas complicado cuando estas interdependencias presentan no lineali-
dades.

El esfuerzo ahora se centrard en ejemplificar el procedimiento a seguir cuando en un sistema
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se presentan interdependencias entre los coeficientes, para este caso se utilizard un converti-
dor cuadratico de CD-CD elevador estudiado en [15].

La figura 4.4 muestra el diagrama del circuito convertidor elevador de CD-CD, cuyo fun-
cionamiento se describe en [13]. El voltaje de entrada en el circuito esta representado por E,

Figura 4.4: Diagrama del convertidor

siendo V,, el voltaje en la salida, L; y L, representan bobinas, C; y C, son los capacitores
y R representa la resistencia de carga. El dispositivo representado por M; es un interruptor
independiente, por lo que para efectos de andlisis se toma un modelo promediado del sistema
[15] el cual aparece en la figura 4.5.

A partir del diagrama de la figura 4.5 se obtiene el modelo linealizado del sistema [15] que se
utiliza para estudiar sus soluciones. El siguiente punto a considerar es obtener el polinomio
caracteristico del sistema para, a partir de este, encontrar cotas para las variaciones de los
coeficientes, por lo que se recurre al diagrama a bloques mostrado en la figura 4.6. En este
diagrama R, representa una resistencia de sensado, K, es una red divisora de voltaje, PI es
un controlador, y las constantes d; y d, estan dadas por
2
p lf s

donde V), es la magnitud de la rampa de estabilizacion, f; la frecuencia de conmutacion y
D € (0,1) es el ciclo de trabajo nominal el cual se encuentra fijo.

dl}
- .
L L, Ve,
YL L
ek Gy e G
Ll L2 N +
'+:: C‘] d[U dng V('E‘ :=C2 g R

I
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=

Figura 4.5: Diagrama promediado del convertidor

33



d2

PI d1 —» FT1 FT2 >

A 4

[kn e
=

Figura 4.6: Diagrama a bloques del convertidor

En un primer acercamiento al andlisis de estabilidad robusta de este circuito nos enfocaremos
unicamente en la dindmica en lazo abierto.

La dindmica en lazo abierto estd determinada por el producto de las funciones de transfe-
rencia FTy y FT;, resaltadas en la Figura 4.6. La funcion de transferencia F7T; estd definida
por

is(s) azs® +ars> +ays+ag

FT1 = = =K , 4.27
: d(s) s* 4+ b3s3 4+ bys? 4+ bys + by ( )

donde 7,(s) denota la transformada de Laplace de la corriente en el interruptor y d(s) denota
la transformada de Laplace de la sefial de entrada del ciclo de trabajo. La constante K; junto
con los coeficientes a; y b;, i =0, 1,2, 3, se definen como

_E __ R(1-D)? | R(1-D) _ (1-D)? |, 2(1-D) 1 1
K= -Dpr> B~ 71, -5 @=L T Lo too  noiooy
__2(2-D)(1-D)*R n R(1-D)* U N 1 __ 4(1-D)?+3(1-D)3
ap = LC Ly Ly,CyLy LiCiCoR L,C\GR(1-D)? ao = Ly L1 CCy )

1 1 (1-D)* | (1-D)?
b3=15 2=t 4o t oo

(4.28)
_ 1 (1-D)? _ (-D)*
bl — L,C,CiR + LiC,CiR? b() T LG CiLy

El bloque FT; representa la funcion de transferencia del voltaje de salida contra la corriente
del interruptor y esta dada por

=~ 3 2
FTy — 200) _ mas 3* m2s2+m1s+mo, (4.29)
is(s) azs® +axs* +ais+ap

donde ¥ (s) representa la transformada de Laplace del voltaje de salida y los coeficientes m;,

i=0,1,2,3, son
E E

M3 = —re,1-Dy* "™ = L,G(1-D)

__ EQLi+Ly(1-D)?) __ 2E(1-D)
"™ = "RrnoLa0-bp "M T LGLC
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Entonces el polinomio caracteristico en lazo abierto es
P(s) = s* 4 b3s® + bos®> + bys+ by. (4.30)

Por ser este un polinomio ménico de cuarto orden, aplicaremos la Proposicion 5. Para asegu-
rar que una familia de polinomios sea estable, de acuerdo a la Proposicion 5, se debe partir
de un polinomio nominal estable. Los valores explicitos de los componentes reportados en
[15], se seleccionaron de tal modo que FT; sea de fase minima y estdn dados por

Ci =22uF, C,=100uF, L;=90uH,
L, =382uH, R=100Q, D=0.5,

donde recordemos que C; y C, son capacitores, L1 y Ly son bobinas y R corresponde a la
resistencia de carga.
Para estos valores se obtiene

by =100, by, =2518x10%, b} =2.4525%x10'", by=82633x10".  (4.31)

De acuerdo al Corolario 3 el polinomio P(s) serd Hurwitz si, y s6lo si, b1byb3 > b% + bobg.
Sustituyendo los valores de cada coeficiente b;, i = 0, 1,2, 3, se obtiene

2.5755 x 10%! > 2.4861 x 10%',

por lo que el polinomio (4.30) es Hurwitz. Obtengamos ahora el € mencionado en la Propo-
sicién 5, suponiendo A; = 1, i = 0, 1,2, 3. Entonces los coeficientes (4.20)-(4.24) toman los
siguientes valores:

A=-8.26301800x 10, B = —6.01017552x 10'®, € =7.78736620 x 10'®,
D = —8.26350800 x 10'4, E =6.01017062 x 10'8.

Con los valores anteriores se obtiene que € ~ 1.295466249817, de esta manera la familia de
polinomios
0(s) = qo+q15+ s> + q35° +5°,

con
gi € (bi—E€,b;+E), i=0,1,2,3. (4.32)

es Hurwitz. Observemos que en este resultado los parametros tales como los capacitores C,
las bobinas L, el ciclo de trabajo D o la resistencia de carga R pueden variar, algunos o todos,
siempre y cuando la variacion total no provoque que los coeficientes salgan de los intervalos
(4.32).

En la aplicacion de convertidores resulta interesante considerar los valores de capacitores,
bobinas y ciclo de trabajo como constantes y estudiar el comportamiento ante variaciones
de carga. De la estructura de los coeficientes (4.28) se observa que, ante variaciones en la
resistencia de carga R, los coeficientes gg y g» permanecen constantes mientras que q; y ¢3
se ven afectados. La observacion anterior motiva considerar Ao = A, iguales a cero. Debido
a que en los resultados se pide A; > 0, tomamos A\g =Xy =8 =1x 1079, y A; = A3 = 1 para
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analizar la estabilidad del polinomio ante variaciones de carga. Realizando estos cambios,
los coeficientes (4.20)-(4.24) quedan como

A=-826326300x 10'*, B = —6.01017307 x 10'®, € =7.78736620 x 103,
D = —8.26326339 x 104, E =6.01017307 x 10'8,

y se obtiene € < 1.295466771416. El € obtenido en este caso no varia mucho del obtenido
enelcasoenque A, =1,i=0,1,2,3.
Obtengamos el intervalo dentro del cual varia R. Los intervalos de variacion para los coefi-
cientes g1 y g3 son, respectivamente,

q1 € (24525358293.69634,24525358296.28727),
g3 € (98.704533744743017,101.2954662552570).

De las expresiones (4.28) y las cotas de los intervalos para q; y g3, se obtienen los intervalos
de variacién para R

R(q1)
R(q3)

donde R(g;), i = 1,3, denota la variacién de R asociada al coeficiente g;. El intervalo de
variacion de R buscado es

(99.999999994717868, 100.0000000052822),

S
€ (98.721101443975286,101.3124688462712),

R € (99.999999994717868, 100.0000000052822).

Note que hemos aproximado a 16 decimales para evidenciar la diferencia entre las cotas de
los intervalos debido a que su distancia es casi cero. El intervalo obtenido anteriormente per-
mite variaciones de R muy limitadas. Esto se explica por que los intervalos obtenidos para
la variacién de los coeficientes contienen puntos tanto asociados como no asociados a los
cambios de R. Esto nos motiva a estudiar el problema desde otra dptica.

Con el fin estudiar la estabilidad del polinomio (4.30) ante cambios en sus parametros utili-
zaremos el Corolario 3 que proporciona condiciones de estabilidad para un s6lo polinomio.
Definamos las siguientes expresiones:

1 1 1-D)?
a=—, c= —|—( ) , (4.33)
0)) LG, Cy LGy
por lo que los coeficientes by y b3 quedan de la forma
c a
by=—, b3=—. 4.34
1 R7 3 R ( )

Del Corolario 3 se tiene que (4.30) es Hurwitz si, y sélo si,
b1byb3 > b7 4 bob3.

Sustituyendo (4.34) se obtiene

1

ﬁ(acbz —? —bpa®) > 0.
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Debido a que 1% > 0, de la desigualdad anterior se sigue que (4.30) es Hurwitz si, y s6lo si
m >0,

donde m = acb,y — ¢* — bya®.
Sustituyendo las expresiones para a, ¢, by y by en m tenemos que

1 1 (1-D)? 1 (1-D)> (1-D)?
m:c_z{chzcﬁLlczcl} {chﬁ LG, | LG
1 (1-D)?1> (1-D)* 1

_{LZCZCI L1C2C1] _L1C1L2C2C_§'

:{ 1 +(1—D)2H 1 +(1—D)2+(1—D)2_ 1 (1-D)y
LG LiGC | [LOG L2 LiGG LGC  LiGG
(1-D)*

CLiCLC

Eliminando términos iguales se obtiene

{ 1 +(1—D)21 {(1—1))2} _ (1-D)*
L0 LiGC || LC3 LiC\ LG5’
(1-D)* (1-D)* (1-D)*

[3C3C, ' LiCIL,C3  LiCLyCY

Con lo que finalmente llegamos a
(1-D)?
" acGo
221
Dado que D € (0,1), m > 0 para cualquier conjunto de parametros, con cual llegamos al
siguiente resultado

Proposicion 6 El polinomio (4.30) es Hurwitz para cualquier seleccion de pardmetros R,
L;, C;, dondei=1,2.

La Proposicion 6 es una demostracion de que el convertidor elevador CD-CD es estable en
lazo abierto para cualesquiera valores de los pardmetros, lo cual es un resultado esperado en
la linea de investigacion de electronica de potencia, y hasta donde se conoce, no se tenia una
demostracién al respecto.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo a Futuro

S.1.

Conclusiones

Dada la familia de polinomios

donde

con A;

0(s) =qo+qis+ ...+ qus",

gi € [pi— Mg, pi+Mig], i=0,1,...,n,
>0,i=0,1,...,n conocidas

Se obtuvieron férmulas explicitas en el caso cuando n = 3 para encontrar el mdximo €
tal que la familia resultante es estable en el caso general.

Se proporcionaron férmulas explicitas en el caso cuando n = 3 para encontrar el méxi-
mo € tal que la familia resultante es estable en el caso ménico.

Se proporciona un método para calcular el maximo € que mantiene la estabilidad de la
familia para el caso general de familias de cuarto grado.

Se obtienen férmulas explicitas para obtener el maximo € en el caso ménico de cuarto
grado cuando AjA; = AgA3 tal que la familia es estable.

Se estudio la estabilidad robusta del polinomio asociado al convertidor elevador de
CD-CD reportado en [15] mediante el resultado obtenido para polinomios moénicos de
cuarto grado, con el que se obtuvieron cotas restringidas ya que este resultado implica
un sobredimensionamiento en la variacién permitida sobre la direccion de cada uno de
los coeficientes.

Las cotas restringidas obtenidas mediante la aplicacién del resultado para polinomios
monicos de cuarto grado nos motivaron a realizar un andlisis mediante un enfoque
dentro del cual se contemple la estructura de los coeficientes del polinomio. Por medio
de este nuevo enfoque se concluye la estabilidad del convertidor elevador CD-CD re-
portado en [15] para cualquier seleccion de parametros L;, C;, i = 1,2, Ry D € (0,1),
un resultado esperado en la linea de investigacion de la electronica de potencia.

38



5.2. 'Trabajo a Futuro

» Estudiar del caso monico de cuarto grado cuando la condicion AgA; # ArA3 no se
satisface.

= Extender los resultados para la familia

O(s) = qo+q15+ ... + 55,

donde
qi € [pi—kie,pi+xis], i=0,1,....,5,

conA; >0,i=0,1,...,5 conocidas y € > 0.
= Extender el andlisis del convertidor CD-CD estudiado en [15] en lazo cerrado, repre-
sentada por la parte no resaltada de la Figura 4.6. Para esto se iniciard con el andlisis

cuando existe el lazo de corriente, y posteriormente realizar el andlisis cuando se agre-
ga un controlador PIL.

39



Bibliografia

[1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

[7]
[8]
[9]
[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Ackerman, J.E., Parameter Space Design of Robust Control Systems, IEEE Transac-
tions on Automatic Control, vol. 25, pp. 1058-1072, 1980.

Argound, Mohammad B. Frequency Domain Conditions for the Stability of Perturbed
Polynomials, IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 32, pp. 913-916, 1987.

Argoun, Mohammad B. On the Stability of Low-Order Perturbed Polynomials, IEEE
Transactions on Automatic Control, vol. 35, pp.180-182, 1990.

Barmish B. Ross. New Tools for Robustness of Linear Sistems, Macmillian Publishing
Company, 1994.

Bhattacharyya, H. Chapellat y L.H. Keel Robust Control, The parametric Approach,
Prentice-Hall Information & System Science Series, 1995.

Frazer, R.A. y W.J. Duncan, On the Criteria for the Stability of Small Motion, Procee-
dings of the Royal Society, vol. 124, pp. 642-654, 1929.

Gantmacher, F.R. The Theory of Matrices, vol. 1,2 Chelsea, New York, 1959.
Jack, Hale. Ordinary Differential Equations, 2nd. ed. Krieger Pu. Co., 1980.
Horowitz, .M., Synthesis of Feedback Systems, Academic Press, 1963.

Hote, Y., D.R. Choudhury y J.R.P Gupta, Robust Stability Analysis of the PWM Push-
Pull DC-DC Converter, IEEE Transactions on Power Electronics, vol. 24, pp.2353-
2356, 2009.

J.F. Marsden, Elementary Classical Analysis, W.H. Freeman Company, 1974.

Kharitonov, V... Asymptotic Stability of an Equilibrium Position of a Family of Sys-
tems of Linear Differential Equations, Differential Uravnen, vol. 14, pp. 2086-2088.
Translations in Differential Equations, pp. 1483-1485, 1979.

Luo, FL.y Ye,H., Advanced DC/DC Converters, CRC Press, 2004.

Marden, M. Geometry of Polynomials, American Mathematical Society, Providen-
ce,R.1., 1966.

40



[15] Morales Saldafia, J.A., R. Galarza, J. Leyva Ramos, E.E. Carbajal y M.G. Ortiz Lopez
Multiloop Controller Design for Quadratic Boost Converter, [ET Electronic Power
Applications, vol.1, pp. 362-367, 2007.

[16] Neimark, Y.I. On the Problem of the Distribution of the Roots of Polynomials Dokl.
Akad. Nauk, vol. 58, 1947.

[17] Siljak, D.D., Non Linear Systems, Wiley, New York, 1969.

[18] Soh, C.B., Berger, C. S., and Dabke, K. P. On the Stability Properties of Polynomials
with Perturbed Coefficients. [EEE Transactions on Automatic Control, vol. 30, pp.
1033-1036, 1985.

[19] Sohy Y.C., and Y.K. Foo, Generalized Edge Theorem, Systems and Control Letters,
vol. 12, pp. 219-224, 1989.

[20] Sohy Y.C., and Y.K. Foo, A Note on the Edge Theorem, Systems and Control Letters,
vol. 15, pp. 41-43, 1990.

[21] Tsypkin, T. Z. y Polyak, B. T. Frecuency Domain Criteria for £,-Robust Stability of

Continuous Linear Systems. IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 36, pp.
1464-1469, 1991.

[22] Yan Zhu, J., y Lehman, B. Control Loop Design for Two-Stage DC-DC Converters
with Low Voltage/High Current Output, /IEEE Transctions on Power Electronics, vol.
20, pp 44-45, 2005.

[23] Zadeh, L. A.y C. A. Desoer Linear System Theory- A State Space Approach, McGraw-
Hill, 1963.

41



