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RESUMEN

La Diabetes Mellitus es un problema de salud publica, tan solo en el ano
2000 murieron mas de tres millones de personas alrededor del mundo. Actualmente,
la comunidad cientifica ha abordado este problema desde diferentes enfoques, a fin
de modificar la terapia actual para el tratamiento de la diabetes, con objeto de
mejorar la calidad de vida de los pacientes. Estos esfuerzos van, desde el diseno
de insulina mediante técnicas biotecnolégicas (para modificar su farmacocinética y
asi contar con diferentes tipos de acuerdo con las necesidades del paciente); hasta
los sofisticados sistemas de monitoreo de glucosa y suministro de insulina. Estas
herramientas forman parte importante en el seguimiento estricto de la terapia que
tipicamente recomiendan los médicos. Sin embargo, tal recomendacién (dosis de
insulina y monitoreo de glucosa en sangre) se basa en conocimiento previo que tiene
el médico sobre el estado del paciente, dependiendo de la situacién en la que éste se
encuentre. De este hecho surge la inquietud de contar con un sistema que determine
la cantidad de insulina que necesita un diabético en determinado momento del dia y
bajo diversas condiciones; es aqui donde la teoria de control encuentra aplicacién en
el diseno de controladores retroalimentados, que sean capaces de suministrar la can-
tidad de insulina requerida para que la metabolizacion de glucosa de un individuo
con Diabetes Mellitus Tipo 1 se aproxime a la de una persona sana. Existen varios
esfuerzos en este sentido, Parker et al. [33] y Ruiz-Veldzquez et al. [21], propusieron
controladores para regular la concentracion de glucosa en la sangre, ambos trabajos
basados en el modelo matematico del metabolismo de la glucosa e insulina propuesto

por Sorensen [27]. Debido a la importancia que tiene el modelo sobre el disefio de
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los controladores, en este trabajo se propone un andlisis de las caracteristicas del
mismo, tanto dinamicas como geométricas, con la finalidad de conocer el compor-
tamiento del modelo y determinar si es una herramienta viable en la representacion
del metabolismo de la glucosa e insulina de personas con Diabetes Mellitus Tipo 1.
Ademas se muestra un anéalisis de sensibilidad paramétrica cuyo objetivo es obtener
el conjunto de parametros que tienen algun efecto significativo sobre la forma de la
solucion del sistema. Como se vera en el documento, esto permite determinar qué
elementos del modelo pueden ser modificados a fin de que éste sea capaz de repre-
sentar una gama amplia de pacientes con caracteristicas diferentes a las definidas

en el modelo propuesto por Sorensen [27].



ABSTRACT

Diabetes Mellitus is a public health problem, only in 2000, 3.18 million people
died around the word due to this disease. Currently, the scientific community has
tackled the problem by different approaches, looking at the modification of the
existing Diabetes Mellitus therapy in order to improve the patient life style. Some
of these approaches are based on insulin design, through biotechnology techniques;
and novel glucose monitoring and insulin delivering systems. These tools are very
important in the strict therapy recommended by a specialist. However, such medical
recommendation (insulin dose and blood glucose monitoring) is based on previous
knowledge that the specialist has about the patient, and it depends on the patient
status. From this fact, an interest arises in having a system that can calculate
the insulin amount that is required by the patient in a specific moment and under
certain conditions. It is at this point that control theory finds an application to
design feedback controllers that could deliver the insulin amount required such that
glucose metabolism of a diabetic patient can be similar to that of a healthy person.
There are some works in this sense, Parker et al., [33] and Ruiz-Velazquez et al.
[21], proposed blood glucose controllers, both based on the physiological model of
the glucose and insulin metabolism proposed by Sorensen [27]. Due to the main role
of the model in the control design, this work deals with a dynamical and geometric
analysis to find information about the model behavior, and thus to determine if it
is a viable to represent the glucose metabolism of diabetic type one patients. Also,
we carry out a parametric sensitivity analysis to describe some effect on a system

solution, this allows to determine which parameters can be modified such that the
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model can be used to represent a large amount of diabetic subjects with different

features than those ones defined by Sorensen.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Diabetes Mellitus: un problema de salud publica

La Diabetes Mellitus (DM) es una enfermedad metabdlica producida por de-
ficiencias en la cantidad, en la utilizacion de la insulina o en ambas; lo que produce
un exceso de glucosa en la sangre. Existen principalmente dos tipos de esta en-
fermedad: la Diabetes Mellitus Tipo 1 (DMT1), relacionada con la deficiencia del
pancreas en la produccion de la insulina, hormona secretada por las células 3 del
pancreas cuya funcion principal es facilitar el ingreso de la glucosa en las células; y
la Diabetes Mellitus Tipo 2 (DMT?2), forma més frecuente de esta enfermedad que
presenta en general un trastorno del patréon de secrecion de insulina. La DMT2 se
caracteriza entonces por cambios de la secrecion ciclica, disminucion de la frecuencia
de los pulsos y retraso de la respuesta ante la elevacion de la cantidad de glucosa.
Finalmente deja de reconocerse la capacidad de las células 3 para la estimulacién
de secrecién de insulina [1].

El padecimiento de la DM conlleva diferentes tipos de complicaciones en la
salud; incrementa el riesgo de sufrir complicaciones vasculares [3], tanto microvas-
culares (neuropatia [4], nefropatia [5] y retinopatia) como macrovasculares (afec-
ciones coronarias [6] y vasculares periferias [7]). Algunos estudios epidemiolégicos
han reportado un incremento moderado en riesgo de cancer colorectal en pacientes
diabéticos, comparado con la poblacién general [8].

Segun la Organizacién Mundial de la Salud (OMS) en el ano 2000 murieron

3.18 millones de personas alrededor del mundo por complicaciones relacionadas a



la DM [9]. En México, segin datos del Instituto Nacional de Estadistica Geografia
e Informatica (INEGI), esta enfermedad ha representado la segunda causa de mor-
talidad en nuestro paifs, de acuerdo con datos recabados de 1990 a 2003 [10]. El
incremento del nimero de personas que padecen DM aumenta debido al propio
incremento de la poblacién, a la urbanizacién, inactividad fisica y obesidad. La
prevalencia! de la DM ha sido cuantificada considerando todos los grupos de edad a
lo largo del mundo, se espera que el niimero total de personas que padecen diabetes
incremente de 171 millones en el ano 2000, a 366 millones en 2030, esto significa una
prevalencia del 2.8% al 4.4% en 30 afios [11].

El impacto econémico de la DM es de especial interés debido a su magnitud.
En 2002, en Estados Unidos de América se ha estimado un costo de 132 mil millones
de délares, considerando tanto gastos médicos directos como indirectos relaciona-
dos con la productividad econémica de las personas diabéticas [12]. Los gastos
economicos que acarrea la DM representan un problema tanto para el individuo
que la padece, la sociedad y los sistemas de salud; principalmente para los sistemas
publicos. En México, se espera un incremento del 26% en impacto econémico del anio
2003 a 2005, de acuerdo con los requerimientos financieros. Se estima que en 2005,
el costo total de la diabetes serd de $317,631,206 USD, considerando gastos directos
e indirectos [13]. La Figura 1.1 muestra una grafica de los requerimientos financieros
de las principales instituciones de salud piiblica de México (SSA, IMSS, ISSSTE)
para el tratamiento de la DM, en comparacién con los gastos para el tratamiento
de hipertension.

La DMT?2 es la forma maés frecuente de DM debido a los factores que la
definen, esto es, los individuos que la padecen presentan resistencia a la insulina y

usualmente tienen deficiencia relativa (si no es que absoluta) de insulina. Por estas

L En epidemiologia, la prevalencia se define como la proporcion de personas que
sufren una enfermedad con respecto al total de la poblacion en estudio.
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Figura 1.1: Comparacién de gastos entre diabetes e hipertension en los principales
centro de salud [13].

razones, el riesgo de desarrollar DMT2 incrementa con la edad, obesidad y carencia
de actividad fisica [14]. Por otro lado, la causa de la DMT1 es principalmente la
destruccién de las células (3, lo que ocasiona una absoluta deficiencia de insulina.
La diferencia entre la complejidad de las causas de los dos tipos de DM es la razén
por la cual el presente trabajo sélo aborda la DMT1, a fin de establecer algunas
bases para el estudio de nuevas alternativas de terapia para el tratamiento de esta

enfermedad.

1.2 Terapias recientes para el tratamiento de la DM
El descubrimiento de la insulina y su introduccién como tratamiento de la
DMT1 a principios de la década de 1920, llevé a conclusiones de que el manejo de

esta enfermedad fatal estaba resuelto. Sin embargo, en pocas décadas, se manifestd



un espectro de complicaciones de la DM. Esto dio pie a la biisqueda de nuevas ter-
apias para el tratamiento de la DM. Se han desarrollado, desde una amplia gama
de preparaciones de insulina, hasta estrategias terapéuticas; todo a fin de imitar, en
la mayor medida posible, la liberacion pancreatica de insulina en sujetos sanos. La
terapia tipica de la DMT1 consiste de inyecciones subcutaneas de insulina, la dosis
es especificada por un médico de acuerdo con la situacién del paciente. La frecuencia
del suministro de ésta depende de las actividades y los habitos alimenticios de la
persona, lo que significa que, cuando el paciente presente un incremento de glucosa
en su sangre, se inyecte la cantidad de insulina que le especificé el médico. Este
tratamiento estda fundamentado en informacién previa que tiene el médico sobre el
comportamiento del metabolismo del paciente, y pruebas heuristicas para determi-
nar la cantidad de insulina suficiente para mantener el nivel de glucosa del paciente
en indices normales (70-120 mg/dl, rango llamado euglicemia). Si bien esta terapia
ayuda a mantener al paciente estable, trae implicaciones a largo plazo debido a que
usualmente se inyecta una cantidad de insulina diferente a la recetada por el médico.
Inclusive, atin cuando la cantidad de insulina inyectada sea la recetada, no se sabe
de manera concreta si esta cantidad es la requerida por el cuerpo del diabético en
ese momento; esta diferencia conlleva complicaciones secundarias, por ejemplo, se ha
reportado que un tratamiento tipico de DMT1 durante mucho tiempo, estd asociado
con dano, disfuncién y falla de varios 6rganos, especialmente ojos, rinones, nervios,
corazén y basos sanguineos [14]. En la actualidad se estd en la busqueda de una
mejora en el tratamiento de la DM en un sentido médico. Para ello se ha recurrido a
diversas formulaciones, por ejemplo, inicialmente la insulina era extraida de ganado
porcino [15], pero mds recientemente, la tecnologia de ADN recombinante [16], [17]
ha permitido la obtenciéon de la insulina mediante técnicas moleculares, logrando
hacer modificaciones a sus caracteristicas farmacocinéticas (las llamadas insulinas

andlogas [18]). Esto, aunado con nuevas formas de monitoreo de glucosa y liberacién



de insulina, promete un panorama més alentador en el tratamiento de la DM [22].
Inclusive se han propuesto formas alternativas de suministro a partir de las nuevas
formulaciones de insulina [19].

En la més reciente década, se ha tratado de abordar a la DM como un prob-
lema de control, las primeras publicaciones en reuniones cientificas en esta area
empiezan a aparecer a principios de la década de 1990 (ver por ejemplo [29]); mien-
tras que apenas en el ultimo lustro han sido reportadas en revistas técnicas del
dambito en control y sistemas dindmicos [21]. Antes de eso, el problema habia sido
atacado exclusivamente por médicos.

En la actualidad, se ha observado que tener un control de la concentracién
de glucosa en la sangre reduce costos en los tratamientos de complicaciones rela-
cionadas con este padecimiento [23]|. Por ejemplo, un estudio clinico hecho por The
Diabetes Control and Complications Trial research Group, mostré que un tratamien-
to intensivo de control de glucosa disminuye un 76% el riesgo de retinopatia, 50%
en nefropatia y 60% neuropatia [?]. Por este motivo surge el interés de buscar ter-
apias que permitan tener mayor control sobre el nivel de glucosa. Es aqui donde la
teoria de control encuentra un nicho de aplicacién en el diseno de leyes de control
que permitan determinar la cantidad de insulina que requiere un diabético, en un
momento determinado. Esto a través de la implementacién de controladores en lazo
cerrado que, mediante la medicién del nivel de glucosa en la sangre, determinen la
cantidad necesaria de insulina a inyectar. Esto a lo largo del dia, permitiria que el
comportamiento de la metabolizacién de glucosa en un diabético fuera mas cercana

al de una persona sana.

1.3 Breve revisiéon de modelos matematicos y controladores continuos
propuestos
El primer paso para afrontar el problema de la DM es comprender los pro-

cesos involucrados en el metabolismo de la glucosa. De esta manera se inicié una



buisqueda de modelos matematicos que representen el metabolismo de la glucosa en
humanos. Desde hace mas de cuarenta anos se han propuesto diversos modelos,
la mayoria de los cuales consisten en modelos compartimentales, idea que permite
representar los procesos fisiologicos facilitando su comprension sin perder la comple-
jidad de su esencia. En 1961 se propuso un modelo matematico basado en el balance
de masa de glucosa e insulina en un tinico compartimento [24]; de tal anélisis se de-
rivo un sistema de ecuaciones de segundo orden que representan la variacion de la
concentracion de la glucosa y la insulina en tal compartimento. Mas tarde, Acker-
man [25] propuso un modelo de tolerancia y utilizacién de la glucosa oral. Este mod-
elo es el mas conocido y es el primero que se utilizé en la investigacion de la DM.
En la década de los ochenta se reporté un estudio de los factores involucrados en el
control de la tolerancia a la glucosa en humanos [26]. Se observaron principalmente
dos casos: la respuesta pancredtica y la resistencia a la insulina. La contribucién
de la liberacién y la accién de la insulina fue medida interpretando la dindmica de
la glucosa plasmatica y la insulina durante una prueba de tolerancia a la glucosa
por la via intravenosa. Esto en términos de dos modelos matematicos que repre-
sentan la cinética tanto de la insulina como de la glucosa. Anos después, Sorensen
[27] propuso un modelo fisiolégico del metabolismo de la glucosa en pacientes con
Diabetes Tipo 1. En este modelo se hace uso de la técnica de compartimentos para
representar los principales érganos del cuerpo humano involucrados en la dindmica
de la glucosa e insulina. Se realiz6 un analisis del balance de masa en cada uno de
los compartimentos considerados para determinar la variaciéon de la concentracion
de glucosa e insulina. El resultado fue un modelo matematico alineal representado
por un sistema de 19 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, dividi-
do en tres subsistemas que representan la dinamica de la glucosa, la insulina y el

glucagon respectivamente; en donde cada variable (llamada también “variable de



estado”) corresponde a la variacién de la concentracién de la glucosa e insulina re-
specto a cada compartimento del cuerpo considerado, ademas de dos variables que
representa el efecto contrarregulatorio del glucagén. Los parametros reportados en
este modelo corresponden a los de una persona adulta, de sexo masculino y de 70
kg: es decir, el modelo busca reproducir la dindmica de la glucosa e insulina para un
paciente diabético que cumpla tales caracteristicas. Mds tarde, Puckett [28] propuso
un modelo de la dindmica de la Diabetes, basado en la idea de compartimentos de
Sorensen [27]. En tal modelo, a diferencia del propuesto por Sorensen [27], se in-
cluyen submodelos de procesos importantes para el metabolismo de la glucosa, tales
como la absorcién gastrica de la glucosa y la absorcion subcutanea de la insulina.
En cuanto a diseno de controladores, se han hecho algunos esfuerzos en este
sentido. En la década de 1990, Fisher [29] propuso un controlador basado en técnicas
matemadticas de optimizacién del modelo de Bergman [26] para determinar progra-
mas de infusiéon de insulina; teniendo como base los resultados de la optimizacion
matematica, un algoritmo de control semi-cerrado, Fisher propuso una liberacion
continua de insulina [29]. Mas tarde, en 1999, Parker et al. [33] propusieron un
algoritmo de control en lazo cerrado basado en control predictivo a partir del mod-
elo compartimental. Este controlador predictivo, fue disenado para mantener al
paciente con DMT1 en niveles euglicémicos [33]. Después, Doyle III et al. [34],
mejord el trabajo anterior mediante un controlador robusto H,, a fin de mejorar la
aproximacion a los puntos de euglicemia utilizando el modelo dinamico de la glucosa
e insulina propuesto Sorensen. Tiempo después, Ruiz-Veldzquez et al. [21] hicieron
una propuesta de control de glucosa en la sangre basada en técnicas robustas de
H., pero sobre el seguimiento del comportamiento de la glucosa de una persona
sana en un intervalo de tiempo determinado utilizando, de igual manera, el modelo
de compartimental. En cada una de las referencias mencionadas se puede observar

la importancia que tienen los modelos, ya que de ellos depende, en gran medida el



diseno del controlador.

1.4 Un modelo por compartimentos como objeto de estudio

El modelo mas utilizado para representar al metabolismo de la glucosa e in-
sulina en el contexto de control fue reportado por Sorensen en 1985 [27]2; debido
a la técnica compartimental, en este modelo se considera el analisis de balance de
materia en los érganos y tejidos donde la dindmica de glucosa e insulina es més
signficativa. Sin embargo, surgen algunas preguntas en torno a este modelo, jel
modelo de la dindamica glucosa-insulina es una herramienta viable para la repre-
sentacién del metabolismo de la glucosa en pacientes con DMT17?, ;jel modelo puede
ser modificado a fin de representar el metabolismo de glucosa en diabéticos tipo 1
con caracteristicas diferentes a las especificadas por Sorensen?, ;el modelo cuenta
con propiedades necesarias para ejercer control sobre alguna (o algunas) de sus vari-
able(s)?. A partir de estos cuestionamientos, surge el interés de hacer un anélisis
del modelo de la dindmica glucosa-insulina [27]; es decir, estudiar sus caracteristicas
dindmicas (existencia y unicidad de las soluciones, continuidad de las soluciones con
respecto a cambios en condiciones iniciales y parametros, existencia y estabilidad
de puntos de equilibrio). Ademds mostrar el andlisis de sensibilidad paramétrica,
a fin de conocer las condiciones sobre los parametros que permiten modificar las
soluciones del sistema de tal manera que éste pueda representar a una gama mas
amplia de pacientes con DMT1. Y también de hacer un analisis sobre las carac-
teristicas de accesibilidad, controlabilidad y observabilidad desde la perspectiva de
control geométrico.

La organizacién de la tesis es como sigue. En el Capitulo 2 se describira
el modelo de la dinamica glucosa-insulina, se comentara su estructura y se men-

cionaran sus principales caracteristicas. En el Capitulo 3 se expondra un analisis

2 En adelante se hard referencia a este modelo como “modelo de la dindmica
glucosa-insulina”



de las propiedades fundamentales del sistema de ecuaciones diferenciales que for-
man el modelo. En este capitulo también se trata con el estudio de sensibilidad
paramétrica de la solucién del sistema a fin de encontrar las condiciones necesarias
para modificar algunos parametros a fin de poder representar personas con DMT1
con caracteristicas diferentes a las especificadas inicialmente. El analisis de las
propiedades geométricas del mismo estd en el Capitulo 4. La discusiéon de los re-
sultados, las conclusiones del trabajo, asi como una propuesta de trabajo futuro se
encuentran en el Capitulo 6. Finalmente, los Apéndices contienen la nomenclatura
utilizada asi como la clasificacion de los parametros involucrados en el modelo de la
dindmica glucosa-insulina, ademas de algunos calculos de respaldo de los Capitulos

3y4.



Capitulo 2

DESCRIPCION DEL MODELO DE LA DINAMICA
GLUCOSA-INSULINA

Para el lector con poca experiencia en terminologia médica-biolégica, pero
ain con amplio dominio en lo referente a sistemas dindmicos y de control muchas
palabras seran ajenas. No obstante, toda vez que la intencién es claridad en la
transmision de ideas, bajo el entendido de la limitaciéon de espacio se sugiere al
lector interesado en detalles sobre términos médicos, biolégicos o fisiolégicos el libro
Berne de [1] y también el sitio http://clasicas.usal.es/dicciomed/. A lo largo del
presente capitulo se incluiran las referencias necesarias para esclarecer conceptos o

bien donde se hayan reportado los resultados aludidos.

2.1 Anatomia funcional del pancreas

El pancreas es una glandula propia de los animales vertebrados que, en la
mayoria de ellos, es compacta o lobulada. La glandula esta situada junto al intestino
delgado y tiene uno o varios conductos excretores que desembocan en el duodeno.
Existen ctimulos de células (llamados islotes) que se distinguen por el tipo de hor-
mona que secretan. Las principales hormonas que producen los islotes pancreaticos
son insulina y glucagon. Estas hormonas son reguladoras del metabolismo, juntas
coordinan la indole del consumo de nutrientes procedentes de los alimentos, asi como
el flujo de sustratos endégenos durante el ayuno mediante acciones sobre el higado,

tejido adiposo y masa muscular.
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Las células que producen la insulina y el glucagon estan entremezcladas en
pequenos islotes distribuidos por todo el pancreas. Esta proximidad les permite
ejercer una influencia mutua sobre sus secreciones. Los islotes estan formados por
un 60% de células 3, productoras de insulina, y un 25% de células «, productoras
de glucagon. FEl resto de las células de los islotes secretan diversos péptidos con

funciones gastrointestinales [1].

2.1.1 Localizacién de los islotes en el pancreas y su papel funcional

La insulina y el glucagon se secretan como respuesta a la entrada de nutrientes
y a los secretagogos gastrointestinales, igual que las enzimas del pancreas acinar. Las
hormonas de los islotes pueden ejercer efectos paracrinos sobre las células acinares
proximas, asi como influirse mutuamente a través de uniones herméticas y uniones
comunicantes entre las células enddcrinas. La localizacion de los islotes (ver Figura
2.1) permite la conduccién de la secrecién de insulina y glucagon hacia las venas
pancreaticas y, a través de ellas, a la vena porta, donde se retinen con el flujo de
llegada por la circulacién esplacnica de los nutrientes procedentes de la comida. Esta
situacion hace que el higado, 6rgano central del trafico de nutrientes, esté expuesto
a concentraciones més altas de estas hormonas que los tejidos periféricos. También
permite al higado regular la cantidad de insulina y glucagon que llega a los tejidos
periféricos, al extraer cantidades variables de estas hormonas durante su primer paso
a través del organo.

En general, la insulina y el glucagon se secretan reciprocamente, y de la
misma manera actian; sin embargo, cuando se necesita a uno no suele necesitarse al
otro. La deficiencia de insulina define la DMT1, mientras que la deficiencia aislada

del glucagon es practicamente desconocida en medicina.
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Figura 2.1: Esquema de la localizacion central de los islotes pancredticos [1].

2.1.2 El metabolismo de la glucosa en las células 3 estimula la secrecion
de insulina

El estimulador mas importante de la liberacién de la insulina es la glucosa
(ver Figura 2.2). El mecanismo es el siguiente: 1) Un transportador especifico de
glucosa (GLUT2) facilita su rapida difusion al interior de las células § y mantiene
una concentracién intracelular de glucosa idéntica a la del fluido intersticial. 2)
La enzima glucocinasa actia como sensor de glucosa, controlando su tasa de uti-
lizacién. 3) Los productos del metabolismo de la glucosa, incluidos ATP (Adenosin
Trifostafo), nicotina-adenina dinucleétido fosfato (NADH) y la forma reducida de
NADH (NADPH), aumentan y cierran un canal K sensibles al ATP. 4) Esto des-
encadena la apertura de canales Cat™ regulados por voltaje [2]. La elevacién de
Ca™*t intracelular incrementa y desencadena la exocitosis, proceso de expulsién de
moléculas del interior de la célula. 5) Ademds de provocar la liberacién de insulina,
la glucosa estimula la sintesis de la hormona al acelerar la tasa de transcripcion del

gen de la insulina y la tasa de traduccién de su ARN mensajero maduro.
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Figura 2.3: Efecto de la insulina sobre el flujo global de carbohidratos [1].

2.1.3 Acciones de la insulina

La principal funcién de la insulina es facilitar el almacenamiento de sustratos
e inhibir su liberacién (ver Figura 2.3). Por tanto, la insulina secretada o admin-
istrada disminuye las concentraciones plasmaticas de glucosa, acidos grasos libres,
cetoacidos y aminoacidos. Los principales lugares de accién insulinica son el higado,
el musculo y el tejido adiposo. Bajo la estimulacién insulinica, la tasa normal de
utilizacion de glucosa por los tejidos periféricos aumenta entre cinco y seis veces.
Simultaneamente, la produccién hepatica de glucosa desciende muy por debajo de
la mitad. La mayor parte de la captaciéon extra de glucosa se produce en el musculo
y una pequenia fraccién en el tejido adiposo. Aproximadamente, el 75% de esta glu-
cosa se convierte en glucdgeno y sélo entre el 25% experimenta glucélisis y oxidacion
terminal a diéxido de carbono. La insulina, sin embargo, triplica la tasa absoluta

de oxidacion de glucosa.

2.1.4 Acciones del glucagon
La secrecién de glucagon se relaciona mediante una retroalimentacién de la
estimulacién hepatica de glucosa (la cual es su principal funcién) y el mantenimiento

de sus valores plasméticos. Por tanto, la hipoglucemia (disminucién de la cantidad
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Figura 2.4: Efecto del glucagon sobre el flujo global de carbohidratos [1].

normal de glucosa en la sangre), provoca inmediatamente un aumento de dos a
cuatro veces en la concentracion plasmatica de glucagon, a partir de cifras basales
de 100 pg/ml, y la hiperglucemia (incremento de la cantidad normal de glucosa
en la sangre) suprime su secrecién en mas del 50%. Estos efectos de la glucosa
se ven reforzados por la insulina de forma independiente, posiblemente a través de
una accién paracrina en el propio islote. Asi la insulina (estimulada por la glucosa)
inhibe directamente la secrecién de glucagon; en caso contrario, cuando no hay
insulina incrementa el efecto estimulador de los niveles bajos de glucosa sobre la
secrecion de glucagon. El glucagon favorece la movilizacién de la glucosa, mas que
su almacenamiento (ver Figura 2.4) De hecho, el glucagon puede ser la principal
hormona reguladora de la produccion hepatica de glucosa, mientras que la principal
funcién hepatica de la insulina es el de contrarrestar el efecto del glucagon. En este
sentido es que el glucagon presenta un efecto contrarregulatorio.

El comportamiento dinamico de la insulina y el glucagon determinan la reg-
ulacion de la glucosa en la sangre, mediante los mecanismos especificados en las

subsecciones 2.1.3 y 2.1.4. Desde 1960 se han dirigido esfuerzos para obtener una
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representacion matematica del sistema definido por la interacciéon de las dos hor-
monas y la glucosa, el modelo de la dindmica glucosa-insulina es el que ha consider-
ado una mayor cantidad de procesos relacionados con el metabolismo de la glucosa.

En seguida se muestra una descripcion general de este modelo.

2.2 Aspectos generales del modelo de Sorensen

En 1985, Sorensen! desarrollé un modelo fisioldgico del metabolismo de la
glucosa en humanos, especificamente para un hombre con las siguientes carac-
teristicas: sexo masculino adulto, 1.70 m de estatura, 70 kg. de peso. La metodologia
utilizada por Sorensen consistié en dividir en cuerpo humano en varias secciones
(lamadas compartimentos), los cuales representan los érganos anatémicos y tejidos
donde se lleva a cabo, de manera principal, la actividad metabdlica de la glucosa. A
esta técnica de modelado se le llama por compartimentos, y es utilizada para mode-
lar procesos complejos, mediante divisién de subprocesos de estructura més simple,
relacionados entre si. Sorensen propone estudiar la dinamica del metabolismo de la
glucosa, mediante el andlisis de balance de materia en cada uno de los comparti-
mentos; esto es, el comportamiento de la glucosa y de las hormonas responsables de
su regulacién (insulina y glucagon) en cada uno de los compartimentos.

Mediante el anélisis de balance de materia se obtuvieron las ecuaciones mate-
maticas que representan, en cada compartimento, el flujo de sangre, el intercambio
de materia entre los compartimentos y los procesos metabdlicos relacionados con la
produccién y la absorcion de la glucosa, insulina y glucagon. Como resultado de tal
andlisis se obtuvo un sistema de 19 ecuaciones diferenciales ordinarias alineales de
primer orden dividido en tres subsistemas que modelan la dindamica de la glucosa,

insulina y glucagon respectivamente. Los procesos fisioldgicos relacionados fueron

YA lo largo de este capitulo de omitird la referencia de la tesis de Sorensen [27]
para evitar repeticiones que hagan tediosa la lectura.
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cuantificados haciendo uso de datos clinicos reportados en la literatura. La uti-
lizacion de varios compartimentos, donde se represente el metabolismo de la glucosa
en distintos 6rganos y tejidos del cuerpo, permite tener una mejor aproximacion de
la dindmica de la glucosa con respecto a los modelos (llamados minimos) donde se
representaba en un sélo compartimento la cinética de la glucosa en el plasma [24],

[25].

2.2.1 Modelo de la glucosa

El modelo de la dinamica glucosa-insulina en personas con DMTTI fue desar-
rollado por Sorensen a teniendo como base el de una persona sana (no diabéticas), el
cual consiste de tres bloques: modelo de glucosa, modelo de insulina (sobre el que se
ponen condiciones para DMT1) y modelo de glucagon. En la Figura 2.5 se muestra
la representaciéon esquemaética realizada por Sorensen para el modelo de glucosa.

En la Figura 2.5 se muestra que el cuerpo fue dividido en seis compartimen-
tos fisiolégicos: 1) el cerebro representa al sistema nervioso central 2) el corazén y
los pulmones, que representan la parte donde se lleva a cabo el mezclado del vol-
umen vascular al corazén, pulmones y arterias; 3) periferia, representa el musculo
esquelético y el tejido adiposo; 4) el intestino, donde se realiza la absorcién de la
glucosa de la ingesta; 5) el higado, 6rgano donde se realiza el almacenamiento de
glucosa en forma de glucégeno; y 6) el rinén, cuya principal funcién es la limpieza
y el equilibrio quimico de la sangre. Las flechas que conectan los compartimen-
tos fisiolégicos representan la direccion del flujo sanguineo. Esta representacién
esquematica proporciona el conjunto minimo de compartimentos fisiolégicos para
aislar los procesos metabdlicos a nivel de 6rganos y tejidos. Los procesos fisiologicos
que determinan la produccion y absorcion de glucosa en diferentes compartimentos,
en general, ocurren a una tasa constante o a una tasa que es modelada de manera
alineal debido a los cambios en la concentracion de glucosa, insulina y glucagon. A

tales procesos fisiologicos se les llaman tasas metabdlicas. Por medio de estas tasas
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Figura 2.5: Modelo fisiolégico por compartimentos del metabolismo de glucosa (la
notacion utilizada se muestra en el Apéndice A).

metabolicas, las cuales dependen de la insulina y el glucagon, se logra acoplar el
modelo de glucosa a los modelos de insulina y glucagon.

El balance de masa para el modelo de glucosa (ver Figura 2.5) da como
resultado un conjunto de ocho ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas con
una parte alineal debida al modelado de las tasas metabdlicas de produccién y
absorcién de glucosa. En seguida se muestra el subsistema de ecuaciones del modelo
de glucosa, las unidades de masa se expresan en miligramos ya que usualmente las
concentraciones de glucosa se dan en estas unidades. La nomenclatura utilizada se

muestra en el Apéndice A.
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2.2.2 Modelo de insulina

El esquema fisiologico para obtener el modelo de la dindamica de la insuli-
na, mostrado en la Figura 2.6, es muy similar al de la glucosa (Figura 2.5). De
igual manera, el cuerpo es dividido en los mismos compartimentos fisiologicos; sin
embargo, ya no se considera el acceso a los espacios de tejido extravascular en los
compartimentos de cerebro ya que un estudio hecho por Davson y Spaziani [35],
muestra que la barrera de estructura capilar de sangre en el cerebro es imperme-
able al paso de la insulina en el fluido cerebro-espinal; entonces el espacio de fluido
intersticial del cerebro se omite en el andlisis de la dinamica de la insulina. Las
ecuaciones de balance de masa para el modelo de insulina generan un subsistema
de siete ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, excepto por la ecuacion de la
concentracion de insulina en el higado, que contienen un término alineal correspon-
diente al modelado de la liberacion pancreatica de insulina, sin embargo, como se
trata de un modelo para DMT1, tal término se considera nulo. Por conveniencia,
las unidades de masa que se utilizan son miliunidades de insulina.

Cerebro:

. Qp
Iy = W(IH —Ip) (2.9)
B
Corazon y pulmones:
S TP I I I Y
In = Vi (Qplp + Qi+ Qxlx + Qplpy — Qyly) (2.10)
H
Intestino:
) I
Ie = V—C;([H —I¢) (2.11)
G
Higado:
.1
I = W(qufH +QGle — QI+ Tpir — TLic) (2.12)
L
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Figura 2.6: Modelo fisioloégico por compartimentos para insulina
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Rinones:

. Qk I'kic
Iy = Uy — Ix) — 2.13
K Vé( m—Ik) VI (2.13)
Periferia (tejido vascular):
; Qp Vpr V1
Ipy = —— Uy —Ipy) — =71 ——1 2.14
PV ng( w—Ipv) TIVE, pv + TV, PI (2.14)
Periferia (tejido intersticial):
: 1 r
[PI:T—Ig(IPV—IP])‘i‘ ‘I/DPIIC (215>

2.2.3 Modelo de glucagon

Para obtener el modelo del glucagon se utiliz6 solamente un compartimen-
to fisiologico que representa al cuerpo humano completo. El glucagon es removido
del cuerpo a una tasa lineal relacionada con su nivel de plasma; y la liberacién
pancreatica de glucagon puede ser modelada como una funcién alineal de las con-
centraciones arteriales de glucosa e insulina. La ecuacion del balance de masa para

el modelo del glucagon es la siguiente:
. 1
GC = W(FPFR — Fprc> (216)
2.2.4 Tasas Metabolicas
Las tasas metabdlicas son los procesos fisiologicos asociados a la produccion
y absorcién de glucosa, insulina o glucagon. En el caso de la glucosa, Sorensen
reporta siete tasas metabolicas, seis asociadas a la absorcion y una relacionada con la
produccién: absorcién por los globulos rojos de la sangre, por cerebro, por intestino,

por periferia, por higado y la secreciéon urinaria; ademas de la produccién hepatica

de glucosa. Las tasas metabdlicas relacionadas con la insulina son la tasas a la cuales
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ésta es removida mediante el higado, los rifiones y/o la periferia; asi como la tasa de
liberacion de insulina pancreatica. En cuanto al glucagon, las tasas metabdlicas de
interés corresponden a la tasa a la cual el glucagon es removido del plasma ademas
de la liberacion pancredtica de glucagon. El modelo matematico de cada una de
las tasas metabdlicas anteriormente mencionadas tiene una forma general utilizando
términos multiplicativos separables: I' = MY(Ge, t) M1 (1,t)M%(G)rpasa, donde: r
es la tasa metabdlica de produccién o absorcién de masa (masa/tiempo), MT es el
efecto multiplicativo de glucagon (adimencional), M7 es el efecto multiplicativo de la
insulina (adimencional), M es el efecto multiplicativo de la glucosa (adimencional)
Y Thasal €S la tasa metabdlica basal (masa/tiempo).

Las funciones del tipo tangente hiperbdlica se han utilizado para modelar
procesos fisiolégicos, debido a que son muy ttiles en la representacién de las alin-
ealidades sigmoidales que se presentan comunmente en la correlacion de datos bi-
oldgicos. Las funciones sigmoidales tienen la forma matemdtica general: M'(i) =
A+ Btanh[C(i— D)], donde la i-ésima funcién multiplicativa se aproximé con datos
clinicos ajustando las cuatro constantes A, B, C y D. En seguida se muestran las
ecuaciones de las rutas metabdlicas propuestas por Sorensen:

Tasas metabdlicas de la glucosa:

Tasa de toma de glucosa por el cerebro:

I'peu = 70 mg/dl (constante)

Tasa de toma de glucosa por los globulos rojos:

['rpey = 10 mg/dl (constante)

Tasa de toma de glucosa por los intestinos:
Fgeu = 20 mg/dl (constante)
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Tasa de toma de glucosa por la periferia:

T G B
Upcv = MpayMpauTpau

donde: '3, = 35 mg/min, ML, = 7.03 + 6.52 tanh[0.338(18; — 5.82)] y MS.y =
0.0098G'p;.

Tasa produccion de glucosa hepdtica:

Prer = MgepMpapMiepricr (2.17)

d I 1 Ico I

E[MHGP] - 7[MHGP - MHGP] (2-18)
71

donde: 75, p = 155 mg/min, 77 = 25 min, M}Sp = 1.21—1.14 tanh[1.66(I) —0.89)],
MSGS, = MSEy, — f, y MGSS, = 2.7tanh[0.39GY].

d,.. 1 [Mje—1
=L Mk =l 219)

donde 7¢c = 65 min, M§sp = 1.42 + 1.42tanh[0.62(GY — 0.497)]

Absorcion de glucosa por el higado:

Lnev = MI{{GUMEGUTEIGU (2.20)
d 1
at {MJ{IGU} = [MI{IO&U - MJ{IGU} (2.21)

donde: 15y, = 20 mg/min, Mz, = 2.0tanh [0.551)] y Mq = 5.66 +
5.66 tanh |2.44 (G — 1.48)].

Secrecion de glucosa por el rinon:
Txee = 71 + 71tanh[0.11(Gx — 460)] (2.22)

para 0 < G < 460mg/min
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I'kerp = —330 4+ 0.872G K

para Gk < 460 mg/min.
Tasas metabodlicas de la insulina:

Tasa de remocion de insulina por el higado:

Tric = FriclQ4Iuy + QLIc + Tprg)

donde: Frrc = 0.40

Tasa de remocion de insulina por el rinon:

Tkic = FrrolQk k]

donde: Fxro = 0.30

Tasa de remocion de insulina por la periferia:

() (@) - (7))

Upic =

donde: Fpjc = 0.15

Tasa de liberacion de insulina:
I'pir=0

para el modelo de una persona con DMT1.
Tasas metabdlicas del glucagon:

Remocion de glucagon del plasma:

I'pre = 9.10 ml/min

Liberacion pancredtica de glucagon:

_ G I B
Uprr = MprpMprrrprr
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donde: My, =2.93 — 2.1tanh [4.18 (G} — 0.61)| y Mbp, = 1.31 -
0.61 tanh [1.06 (I} — 0.47)]

Los parametros utilizados en los modelos de la glucosa, insulina y glucagon
son llamados, por su naturaleza, parametros hemodinamicos; mientras que los para-
metros relacionados a las tasas metabdlicas son llamados parametros metabdlicos.
La definicion de ambos conjuntos de parametros se encuentra en el Apéndice A.2.

Las ecuaciones (2.1)-(2.16) y (2.18), (2.19) y (2.21) forman el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (o bien, una ecuacién diferencial
vectorial ordinaria de dimensién 19) que representa el metabolismo de la glucosa
en una persona no diabética (en adelante se hard mencién a él como SGIG). Sin
embargo, Sorensen ([27] pp. 356) propuso dos consideraciones para que este modelo
pudiera representar la dinamica de la glucosa en personas con DMT1:
1)Remover el modelo del pancreas para representar la respuesta endégena negativa
a la glicemia.

2) Fijar las escalas de concentracion de las tasas metabdlicas tal que la respuesta del
diabético sea tal que para alguna combinacion local particular de glucosa, insulina y

glucagon, la respuesta sea la que la que tendria un diabético en condiciones similares.

2.3 Comentarios sobre el Capitulo 2

En este capitulo se comentan las principales funciones fisiolégicas de las hor-
monas (insulina y glucagon) involucradas en la metabolizacién de la glucosa, con
la finalidad de comprender la fenomenologia del modelo de la dindmica glucosa-
insulina. La dindmica de tales hormonas (asi como de la glucosa) en cada uno
de los compartimentos definidos, definen el sistema de 19 ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, en adelante se hard referencia a él como SGIG (Sis-
tema Glucosa-Insulina-Glucagon). También se mencionan en este capitulo las tasas
metabdlicas, procesos fisiolégicos que, por estar asociados a la produccién y absor-

cién de glucosa, insulina y glucagon, cobran especial importancia en el analisis del
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modelo que se muestra en el Capitulo 3.
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Capitulo 3

ANALISIS DINAMICO

A diferencia del capitulo inmediato anterior, el presente se refiere a conceptos
y nociones directamente relacionados a sistemas dindmicos. En consecuencia y en
congruencia, al lector con poca experiencia en esta area, aunque con amplio dominio
en medicina y biologia, se le recomienda la lectura del texto de Khalil [36]. A lo largo
de este capitulo se citaran las referencias para esclarecer los conceptos y nociones o

bien aquellas donde se hayan reportado los resultados aludidos.

3.1 El SGIG: un sistema dinamico

El SGIG definido en el Capitulo 2 es, en general, un sistema dindmico cuyas
variables son las concentraciones de glucosa, insulina, glucagon, los efectos de la
insulina en las tasas de produccién y toma de glucosa en el higado, asi como el
efecto del glucagon en la tasa de produccion de glucosa en el higado. El interés de
modelar el metabolismo de la glucosa y analizarlo como un sistema dindmico radica
en observar la forma en que cambia el estado (conjunto de valores que toman las
variables en un momento determinado) de acuerdo a una regla (dada por el lado
derecho de las ecuaciones diferenciales del SGIG) que es definida en términos de
su condicién inicial (valores actuales de las variables). Tal observacién esta rela-
cionada directamente con la soluciéon de la ecuacion diferencial vectorial ordinaria
de dimensién 19. En este capitulo se hace un analisis matematico sobre algunas de
las propiedades fundamentales del SGIG tales como: existencia y unicidad de solu-

ctones, y dependencia continua de las soluciones respecto de condiciones iniciales
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y de pardmetros. La verificacion de estas propiedades es esencial para determinar
si el SGIG es un modelo matematico viable para representar el metabolismo de la

glucosa.

3.2 Existencia y unicidad de soluciones

Para representar al SGIG en espacio de estados considere la siguiente defini-
cién: Ty = GBv, To ‘= GB[, T3 ‘= GH, Ty = GL, Ty = GK, Tg :— Gpv, Ty ‘= Gg,
xg = Gpr, v9g = Ip, x19 := Iy, o1 = I, 212 = Ig, 213 = Ipy, 214 = Ig,
215 1= Ipr, 716 := G, T17 = Mﬁcp, T18 1= fo, Tig 1= MISGU

Como se puede observar, las variables que comprenden el modelo compar-
timental propuesto por Sorensen [27], son concentraciones de glucosa, insulina y
glucagon, asi como tasas metabdlicas; por lo que se supone que cada una de las
variables toma valores en algin subconjunto de R. De lo anterior se establece la
siguiente suposicion:
Suposicién 1 Existe un dominio de definicién del SGIG, el cual es un conjunto D

de elementos de la forma x = (x4, ..., 19) tal que:

D = [&17T1] X ... X [£197T19] g ng (31)

donde7 T € {wal] g RV
Haciendo uso de esta nomenclatura, el SGIG puede ser representado en forma

afin por medio de la siguiente ecuacion diferencial vectorial de orden 19:

T = f(x;mo,m0), x(to) =0 (3.2)

donde z, g, f(x;m,m0) € D, f es el campo vectorial del SGIG, z( es la condicién

inicial, my € II C R ny € H C R son los valores nominales de pardmetros
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hemodindmicos y metabdlicos respectivamente, reportados por Sorensen [27]. Con-

siderando los pardametros nominales, asi como la definicion de variables de estado,

el SGIG es el siguiente:

1.685x3 — 2.297x1 + 0.612x5

0.476x1 — 0.476z5 — 15.555

0.4272, — 3.166x3 + 0.91324 + 0.73125 + 1.0942¢ — 0.724
0.099x3 + 0.402x7 — 0.501z4 + 6.175217(2.7 tanh(0.389x14) —
215)(1.42 — 1.41 tanh(0.006z4 — 0.308)) — 4.505219(1 +
tanh(0.024x, — 3.611))

1.53z3 — 1.53z5 — 10.721 tanh(0.11z5 — 50.60) — 10.721
1.45125 — 2.7481 + 1.2962

0.901z3 — 0.901x7 — 1.785

0.2z — 0.225 — 0.00525(7.03 + 6.52 tanh(0.015215 — 1.967))
1.73x19 — 1.73x9

0.45429 + 0.909x1; 4+ 0.727215 + 1.06213 — 3.151219
0.094z19 + 0.378x14 — 0.789x1;

1.411219 — 1.835219

1.418z19 — 1.874x13 + 0.455x15

0.765x19 — 0.765x14

0.05213 — 0.1112x15

(2.93 — 2.10 tanh(0.041z5 — 2.5498))(0.105 —

0.049 tanh(0.049210 — .4982)) — 0.08z16

0.048 — 0.045 tanh(0.077x1; — 1.477) — 0.04x17

0.02 tanh(0.389z16) — 0.015215 — 0.007
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fio(x) = 0.08tanh(0.025z1;) — 0.04z19

donde f;, i € (1,2,...,19) es la i-ésima componente del campo vectorial de (3.2).
Para garantizar la existencia de una solucién z(xot) € D x R, (tal que D exista y
x(zo,t) satisfaga (3.2)), es suficiente verificar si es una funcién continua en un punto
x € D y continua por pedazos en t € R,. Si es asi, se dice que la solucién existe
y es continuamente diferenciable [36]. Para el caso particular que nos ocupa en
esta investigacion, primero se verifica que las componentes del campo vectorial de
(3.2) son funciones inyectivas. Observando la forma de cada componente del campo

vectorial, se determinaron las siguientes estructuras generales:

P1(x) = ajz+b (3.3)
po(z) = adx+ adx - [bytanh(adz) + asx][b: +

+b3 tanh(ajz + b3)] + oSz - [b5 +

bS tanh(adz + b3)] (3.4)
¢3(r) = ajx + bytanh(aiz + b3) + b (3.5)
d4(x) = oayx+ ajw-tanh(ajz + b)) (3.6)

o5(x) = a%x + [bé + b?) tanh(a%x + bg)][b;‘ +
b2 tanh(aiz + b2)] (3.7)

donde z € D, o) € R y b/ € Rtal que, i € {1,...,5} y j € {1,...,7}. Por

definicién, una funciéon ¢ : D — R es inyectiva si V x,Z € D con z # T, entonces

L Por cuestion de espacio y claridad en la presentacion del documento, los coefi-
cientes mostrados en el campo vectorial f estan formados por cuatro digitos. Sin
embargo, si el lector desea reproducir los resultados, deberd realizar los cdalculos
haciendo uso de los pardametros reportados por Sorensen [27] y evitar redondear
los resultados, ya que el sistema presenta una sensibilidad alta a variacion en
el valor de los pardametros.
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o(z) # ¢(Z). Esta propiedad es discutida para cada funcién ¢;, i € {1,...,5} segin

los siguientes resultados.

Lema 1 Sea ¢y : D — R un mapeo suave dado por la ecuacion (3.3). ¢1 es inyectiva
para ot € R¥Y con al menos una de las componentes del vector diferente de cero

(es decir, jai #0) 2 y para la constante real by.

Demostracién: Sea ¢; una funcién dada por (3.3), con z € D, af € RV y
bl € R. Considere valores fijos de o}, bi, y dos puntos diferentes z, 7 € D, evaluando
en ¢1, ¢1(x) = ajz + b1 y ¢1(Z) = a;Z + bj. Dado que af, b] son fijos, aj # 0y
x # T entonces ¢1(z) # ¢1(Z), de donde se concluye que ¢; es una funcién inyectiva.

V

Conjetura 1 Sea ¢; : D — R, i € {2,...,5} un mapeo suave, las estructuras ¢;(x)
estdn definidas por las ecuaciones (3.4)-(3.7). Cada funcion ¢;, i € {2,...,5} es

inyectiva para 04;? € Ry b? donde j, k € {1,....T} y ozé?,b;? # 0.

Evidencia: Sea ¢;(z), i € {2,...,5} una funcién dada por alguna de las
estructuras (3.4)-(3.7), es posible observar que estas estan formadas por sumas de

términos de la forma a?w, b;?, tanh(x) y composiciones de ellos, donde = € D,

o € R y ¥ € R. La suma de tales términos en las ecuaciones (3.4)-(3.7)
proporciona indicios de que, para dos puntos =,z € D tal que = # 7, la funcién ¢;
en cada uno de los puntos tendrd un valor diferente, esto es ¢;(x) # ¢;(z), lo que

permite conjeturar que cada una de las funciones ¢;, i € {2,...,5} es inyectiva. v/

Comentario 1 Las funciones (3.3)-(3.7) representan la forma general de las com-
ponentes del campo vectorial del SGIG. De hecho, las componentes f;, i ={1,2,3,6,7,
9,..,15 tienen la forma general ¢1; la componente f, tiene la forma ¢o; las compo-

nentes f; tiene la forma de ¢4 (x); y la componente fig tiene la forma de ¢s5 ().

2 Donde el presubindice j representa la j-ésima componente del vector renglén af.
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Comentario 2 A lo largo de la tesis se considerard la norma infinito ||z]w =
max|z;| para el cdlculo de normas, recordando que en espacios Fuclidianos las nor-

mas son equivalentes.

Lema 2 Suponga que existe un dominio D definido como en (3.1). Sea f : D — RY
la funcion definida en (3.2). Dado un € > 0 existe un v > 0 tal que para todo
2,2 €D, || —Z|| <y implica que ||f(z) — f(Z)]|c < &, es decir, f es una funcion

continua.

Demostracion: Sea f la funcién definida en (3.2). Considere algin € > 0 tal
que ||f(x) — f(Z)]|e < €, como f es una funcién inyectiva (Lema 1, Conjetura 1),
entonces existen x,Z € D; ademds, dado que € > 0 entonces f(z) # f(Z), por tanto
x # ¥, lo que implica que ||z — Z||oc # 0 pero menor que una constante v > 0, ya
que ||f(x) — f(Z)]|lo < €y € es una constante dada. Se concluye, por tanto que f

es una funcién continua. v/

Conjetura 2 Sea f: D — R'Y la funcién definida en (3.2). Erxiste una constante
real L tal que f es Lipschitz, es decir, dados x, & € D, f satisface || f(z)— f(Z)]|o0 <
L||lz — Z||o para todo x, & € D en una vecindad Uy de x, Uy C D para los valores

nominales (mo,mo) € (Il x H) C R®.

FEvidencia: La satisfaccién de la condicién ||f(x) — f(Z)]|e < L||z — Z||o

implica la continuidad de f con respecto a = (Lema 2); esto es, dado que f es
continua, entonces para algin z € D dado un ¢ > 0, tal que ||f(z) — f(Z)| < ¢,
implica que existe v > 0 donde ||z — Z||» < 7. Es posible relacionar esto como:

W < %, donde % es una cota superior del conjunto de valores que puede

ILf (z)=F @I

tomar A=E=2 Debido a la definicién del dominio D (ver ecuacién (3.1)), se

espera que exista una cota minima superior L de tal conjunto de valores, tal que

W < L; por tanto, se conjetura que f es Lipschitz. sy
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Proposicién 1 Considere un dominio D definido como en (3.1). Sea f: D — R
el campo vectorial definido en (3.2). Existe una unica solucion z(t) € D x Ry,
con (mo,m0) € Il x H C R® constante, para © = f(x,70,m0), x(tg) = 19 € D, en

t € [to,to + 6], donde & es una constante real estrictamente positiva.

Demostracion: La funcién f definida en (3.2) es continua (Lema 2) y lipschitz
(Conjetura 2) por tanto, existe la solucién z(t) € D x R la cual es tnica en t €
[to, to + d], donde ¢y es el tiempo inicial y ¢ es una constante seleccionada tal que,
0 < min {to =t oo %}, donde L es la constante de Lipschitz, r es el radio de
una bola cerrada B tal que € B, h = maxep, 1, || f (¢, %0)||, t1 es escogida tal que
[to,to + 0] C [to,t1], y p<1lcond < 2.7

La existencia y unicidad de la soluciéon del SGIG asegura que en cualquier
instante de algun intervalo de tiempo, las concentraciones de glucosa, insulina,
glucagon y las tasas metabdlicas (partiendo de un valor inicial dado) tendran un
valor especifico y tinico. Ademas su dinamica a lo largo del tiempo esta determina-

da por el campo vectorial f(z).

3.3 Dependencia continua de las soluciones con respecto a condiciones

iniciales y parametros

Como se vi6 en la Proposicion 1 de la Seccion 3.2, existe una tnica solucién
para el SGIG a partir de una condicién inicial z(tg) = zo € D, definida en un
intervalo de tiempo [to, to+9]. Ahora bien, los estados del SGIG son concentraciones
de sustancias (glucosa, insulina y glucagon) en algunos érganos del cuerpo, si se
selecciona un punto como condicién inicial, se asocia a ella una solucién del sistema
definida en un intervalo de tiempo y cuyo valor en el primer instante coincide con
el de la condicion inicial establecida. Sin embargo, en general no es comun que
la condicion inicial coincida con el valor establecido, aunque sus valores sean muy

cercanos. Por esta razon, es importante garantizar que la soluciéon del SGIG siga
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existiendo aun frente a variaciones en el valor de la condicién inicial. Por otro
lado, cualquier solucién de (3.2) depende directamente de los valores nominales de
pardmetros (7o, 79), sin embargo, es necesario garantizar que, aun y cuando existan
variaciones en los parametros tal que éstos sean muy cercanos a los nominales, la
solucidn siga existiendo y esté muy cercana a x(t, mo, 1o, o). Estas dos propiedades

se tratan en el siguiente resultado (Teorema 2.6 en [36]).

Proposicién 2 Sea f una funcion continua en (x,m,n) y localmente Lipschitz en
x. Sea x(t,m,m0) una solucion de (3.2) con xo = (to,m0,m0) € D. Suponga que
x(t, o, Mo) estd definida y pertenece a D para todo t € [to,t1]. Entonces, dado e > 0,
existe 6 > 0, tal que si ||To — zo| < 6 " |[(m,n) — (7o, m0)|| < 0 existe una unica
solucion Z(t,m,n) de (3.2) definida en [to,t1], con Z(to, ™, 1) = To tal que T(t,m,n)

satisface:

||f]~f(t,77777> - [E(t, 0, 770)” S € (38)

para todo t € [to,t].

Demostracion: Del Lema 2 se sabe que la solucion f es continua, por tanto

se puede definir el conjunto V' como
V= A{(t,x) € [to, 1] X D | [|& = 2(t, 70, m0)|| < €} (3.9)

Por otro lado, de la Conjetura 2 se sabe que f es Lipschitz en x definida en V' con

constante de Lipschitz real y constante L, entonces:

|f(z,m,m) = f(z,m0,m0)|| < (3.10)

para todo (t,x) € V' y para todo ||(7,n) — (79, n0)|| < . Finalmente, por el Teorema
2.5 de [36], € estd dado por:

e = [L(t — to)] + T{eap[L(t — to)] = 1} (3.11)
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Cumpliendo estas condiciones se asegura que la solucién &(t, 7, n) evolucione en V'

durante el tiempo [to, t1]. 7

3.4 Puntos de equilibrio

Dado que el SGIG consta de 19 variables, la informacién necesaria para cono-
cer el estado del sistema en un instante consiste en el valor que toma cada una de las
variables en tal instante. Se dice que un punto del espacio de estados es de equilibrio
si el campo vectorial, evaluado en ese punto, se anula. Matematicamente, un punto

de equilibrio es aquel punto x* perteneciente al espacio de estados D tal que

f (" mo,mo) =0 (3.12)

Conjetura 3 Sea f: D — E el campo vectorial definido en (3.2). Entonces 3 un

tinico x* € D tal que & = 0, para alguna constante (my,no) € (II x H) C R®.

FEvidencia: Mediante la manipulacion algebraica de f(z*) = 0 se obtuvo que
las componentes z}, i = 1,...,4,6,7, 8,16, 18 quedan definidas en funcién de %, las
componentes z;, ¢ = 10,...15 quedan definidas en funcién de z§, mientras que las
componentes =3, v xj, tienen valores constantes. Primero se mostrara que existe un
unico valor para x y zf. Considere el campo vectorial f mostrado en la Subseccién
3.2, considerando los pardmetros nominales definidos por Sorensen ([27]). En el
punto de equilibrio f(z*) = 0, analizando cada componente f;(z*), ¢ = 1,...,19 se

obtienen las siguientes relaciones:

fi(@") = 0= 2} =7.01 + % + 7.007 tanh(0.11z — 50.60)
fo(z*) = 0= 2] =—4.86+ x; + 7.007 tanh(0.11z; — 50.60)
fs(z®) = 0=z =19.11+ 1.022zF + 12.77 tanh(0.11z% — 50.60)
fs(x*) = 0= a5 =—37.54+ 2f 4 7.007 tanh(0.11z% — 50.60)
fol@®) = 0= af = 6.88 + 0.982427 + 6.884 tanh(0.11z% — 50.60)
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fr@*) = 0= xt=5.03+ 2% + 7.007 tanh(0.11z% — 50.60) (3.13)
fs(z®) = 0= 2§ =06.7540.9636x; + 6.752 tanh(0.11z: — 50.60)
Fio(z*) = 0= iy = 4.650 — 3.333 tanh(—2.260 + 0.04132% +
0.289 tanh(0.11z% — 50.60))
fis(z®) = 0= 2% = —1.307 tanh(—1.809 + 1.207 tanh(—2.260-+

0.04132% + 0.289 tanh(0.112% — 50.60))) — 0.502

Dado que fy(z) = 0.09923+0.40227 — 0.50124 4+ 6.175217(2.7 tanh(0.389z 1) —
x13)(1.42 — 1.41 tanh(0.006x4 — 0.308)) — 4.505219(1 + tanh(0.024z4 — 3.611)), susti-
tuyendo las relaciones anteriores en funcién de zi queda que: fy(zf) = —6.86 —
0.011zf — 2.88 tanh(0.11xf — 50.60) + 13.78(—1.39 tanh(—1.81 + 1.29 tanh(—2.26 +
0.042f+0.28 tanh(0.112f —50.60)))40.5)(1.42—1.41 tanh(—0.19+0.0062;+0.07 tanh
(0.112£—50.60)). La obtencién de zf tal que fy(zf) = 0 se realizé en forma numérica,
la Figura 3.1 muestra la gréfica de tal solucién numérica, donde se puede observar un
unico cruce por cero y por tanto un unico valor de x} tal que la ecuacién se satisfaga.
Por otro lado, observando los términos de f4(z?f), es posible encontrar condiciones
(las cuales no se incluyen en este trabajo) tales que fy(z%) sea monétonamente de-
creciente, para garantizar, de esta manera, que existe un tnico cruce por cero para

*
79

todo valor de x5. De las relaciones anteriores, x7, ¢ = 1,2,3,4,6,7,8 cumplen con
la estructura general ¢3(x) (ver Ecuacion (3.5)); ademds se puede observar que zij
y xig son composiciones de ¢3(z). De acuerdo a la Conjetura 1, se evidencié que
¢3(z) es inyectiva, por tanto, dado un tdnico x} existird un valor unico para x},

i=1,..4,6,7,8,16,18.

De igual manera se obtuvieron relaciones para z;, © = 10, ..., 15:

fo(x") = 0= 27, =g

fu(z*) = 0= xj, = 0.5982x;
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Figura 3.1: Solucién numérica de fy(x%) = 0.

fi2(z*) = 0= a7, =0.7689x;

fiz(z*) = 0= a3 = 0.8496z; (3.14)
fu@®) = 0= 2], =23

fis(z*) = 0=z}, = 0.3827x}

Dado que fio(x) = 0.454x9 + 0.90921; + 0.727215 + 1.06213 — 3.151xq (ver
Subseccién 3.2), sustituyendo las relaciones anteriores de x}, i = 10, ..., 15 en fio(x)
se tiene que fip(z*) = —0.693zf, en el equilibrio fip(z*) = 0, lo que implica que
x5 = 0. De donde se muestra que existe un unico xj y por consiguiente un unico
valor para z}, i = 10,...,15. Por dltimo, de fi7(z*) = 0 se tiene que zi, = 0 y de
fig = 0, 279 = 0. Considerando los argumentos anteriores de existencia de un unico
valor para x}, 1 =1,...,8,16,18; 7, 1 = 9, ..., 15; f5 ¥ fiy, se concluye que existe un

tinico punto de equilibrio z* € D C R"Y tal que f(x*). v
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La Figura 3.1 muestra la grafica de la soluciéon numérica de f, con respecto
a x5. El valor de x5 para el cual fy(x) es cero (es decir, se elimina la dindmica de la

funcién) es 197.1 mg/dl.

Comentario 3 A partir del valor de x5 se obtienen las coordenadas del punto de
equilibrio, considerando los pardametros nominales: x1 = 185.23 mg/dl, x5 = 152.55
mg/dl, x3 = 197.10 mg/dl, x4 = 207.77 mg/dl, v5 = 197.1 mg/dl, v = 193.62
mg/dl, x7 = 195.12 mg/dl, x5 = 189.92 mg/dl, o = 0, x10 = 0, 211 = 0, x5 = 0,
213 =0, 214 = 0, 215 = 0, x5 = 1.31 mg/dl, x1; = 2.23 mg/min, x5 = 0.113

mg/min, x19 = 0.

Las coordenadas del punto de equilibrio proporcionan informacién acerca del
valor de las concentraciones de glucosa, insulina y glucagon en los diferentes compar-
timentos del cuerpo, que presentara un paciente que cumpla con las caracteristicas
del modelo de la dindmica glucosa-insulina [27] sin ingesta y sin suministro externo
de insulina. Estos valores permiten predecir el grado de glucemia que tiene el pa-
ciente y determinar si se encuentra en eglucemia, hipoglucemia e hiperglucemia. En
la Figura 3.2 se muestra la grafica de las componentes x1, ..., z19 de la solucién de
(3.2), para una condicién inicial dada. En esta se puede observar que el SGIG llega
al estado estacionario aproximadamente en 500 minutos, para las concentraciones

de glucosa y las tasas metabdlicas aproximadamente en 200 minutos.

3.5 Estabilidad del punto de equilibrio

Si independientemente de la condicién inicial considerada, la solucién del
SGIG tiende al punto de equilibrio y permanece en una vecindad alrededor de este,
entonces se dice que el punto de equilibrio es estable. En general, para sistemas
alineales de dimension n, esta caracteristica se puede observar analizando los valores
propios de la matriz jacobiana de f, es decir, obteniendo una linealizacién del sistema

alrededor del punto de equilibrio.
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Figura 3.2: Gréfica de la solucién z(t) € D x R, del SGIG, para unas condiciones
iniciales dadas.
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Lema 3 Suponga que eziste un dominio D definido como en (3.1). Considere x* €
D como el punto de equilibrio de & = f(x;m9,1n0), con xo = x(ty) como condicion
inicial, donde x, xo € D, y los valores nominales (mo,n0) € (Il x H) C R®. Sean
0,1 € {1,...,19} los valores propios de la matriz jacobiana en el punto de equilibrio

x* € D C RY. Entonces x* es un punto de equilibrio localmente estable.

Demostracion: Considere el punto de equilibrio dado en el Comentario 3. El
calculo de la matriz jacobiana M se muestra en el Apéndice A.4 y los valores propios
de M en z* son: 0 = (—4.6,—2.6,—2.0,—1.0 + 0.3i, —0.01,—0.3, —0.1, —4.4, —1.7,
- 1.8,-0.9 £ 0.3¢,—0.1,—-0.08, —0.001, —0.04, —0.01, —0.04). Dado que todos los
valores propios tienen parte real negativa se concluye que el punto de equilibrio es
estable.sy

En consecuencia el punto de equilibrio del SGIG, bajo valores nominales de
pardmetros reportados por Sorensen [27], corresponde a un nivel estable de glucosa
en un paciente con DMT1. En la Figura 3.3 se muestra los 19 valores propios
correspondientes a la matriz jacobiana del SGIG, como se observa en la figura,
15 valores propios son reales y tienen parte real negativa, los otros cuatro valores
propios corresponden a dos modos oscilatorios, con parte real negativa también. En
la discusién anterior, la estabilidad del punto de equilibrio se puede garantizar de

manera global ya que el punto de equilibrio es tnico.

3.6 Sensibilidad paramétrica

Como se mencioné en la Capitulo 2, el modelo propuesto por Sorensen [27]
representa el metabolismo de la glucosa y de la insulina el cuerpo humano, teniendo
como informacién la forma en que varian las concentraciones de glucosa, insulina
y glucagon en diferentes 6rganos y tejidos del cuerpo donde la dinamica de este

proceso fisioldgico es mas significativa. La representacion matematica del modelo
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consiste en ecuaciones diferenciales que definen la mencionada variacion de con-
centraciones a lo largo del tiempo y, asociado a estas ecuaciones, se encuentra un
conjunto de parametros que precisan caracteristicas especificas del sistema en es-
tudio, tales como volumen y flujo de sangre en el compartimento de interés, entre
otros. Tales pardametros se dividieron, como ya se menciond, en dos conjuntos: 50
hemodindmicos (m;, i = 1, ...,50) y 33 metabdlicos (n;, j = 1,...,33). Este conjunto
de parametros, en adelante llamados parametros nominales, permiten que el SGIG
represente el metabolismo de glucosa en una persona con DMTI que cuente con
las caracteristicas especificadas en la tesis de Sorensen [27]. Esta situacién podria
ser una limitante toda vez que el modelo sea capaz de representar el metabolismo
de la glucosa en personas con caracteristicas diferentes. Con esta motivacién, en
esta tesis se propone realizar un analisis de sensibilidad paramétrica sobre el SGIG
para observar si es posible hacer modificaciones sobre los parametros del sistema de
manera que la soluciéon del mismo pueda representar a una persona con DMTI que
cuente con caracteristicas distintas. El analisis de sensibilidad paramétrica propor-
ciona estimaciones de primer orden del efecto de las variaciones de los parametros
en la soluciéon del sistema. Cuantitativamente, este cambio conlleva la modificacion
de las coordenadas del punto de equilibrio, asi como el tiempo que tarda el sistema
en aproximarse al estado estacionario. Considerando la fenomenologia del SGIG
discutida en [27], las tasas metabdlicas son de especial importancia en la dindmica
de la glucosa, tanto en la produccién como en la toma de cada compartimento. Ba-
jo esta justificacién se seleccioné al grupo de pardmetros metabélicos (parametros
involucrados en las ecuaciones de las tasas metabdlicas) para observar como es que
sus variaciones afectan a la solucién del sistema. Considere la ecuacién (3.2) corre-

spondiente al SGIG, considerando tinicamente los parametros metabdlicos:

= f(x,n), x(to) =10 (3.15)
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donde x,zg € D, ty € [to,t1] € Ry yno €C R es el conjunto nominal de pardmetros
metabdlicos. De la proposicién 1 se sabe que existe una tnica solucién x(t, o)
sobre [tg, t1]; ademés, la continuidad de f (Lema 1, Conjetura 1) implica que f es
continuamente diferenciable en una x € D y de acuerdo a la Proposicion 2 f también
es diferenciable con respecto a n. Estas propiedades sobre f implican que la solucién
x(t,n) es diferenciable con respecto a n alrededor de 7. De (3.15) se tiene que la
solucién z(t,n) tiene la forma:

t1

x(t,n) = xo + \ f(s,xz(s,m),n)ds (3.16)

Diferenciando (3.16) parcialmente con respecto a n y después diferenciando

con respecto al tiempo, se obtiene:

S(t) = A(z,m,n)S(t) + B(z,m,n) (3.17)

donde S(t) = gra(t,n), A(z,n) = Gh(x,n), B(z,n) = GL(x,n), S(t) € R,
Az, m,n) € Ry B(z,m,n) € RY¥*33. A S(t) se le llama funcién de sensibilidad
y (3.17) es llamada ecuacion de sensibilidad. En [36] se propone un procedimiento
para la solucién de (3.17) mediante la ecuacién de estados (3.15), con condiciones
iniciales S(ty) = 0, z(ty) = xo y considerando los parametros metabdlicos nominales
no. El acoplamiento de estos dos sistemas de ecuaciones (3.15 y 3.17) genera un
sistema de 646 ecuaciones diferenciales (19 estados y 627 correspondientes a de la
variacién de cada uno de los estados con respecto a cada uno de los 33 parametros
metabdlicos) el cual fue resuelto numéricamente utilizando el programa MATLAB.
En la Figura 3.4 se muestran las gréficas de la variacién de la tercera componente
de la solucién de (3.2) (Concentracién de glucosa arterial, estado x3) con respecto

a cada uno de los parametros. Debido a que la variacién respecto a los pardametros

de los estados restantes tiene el mismo comportamiento, se omiten sus graficas.

44



200 - L
100 |
_ I /
=3 /=
@
S I
-100
I ;s
2200 - n,
1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 100 200 300 400 500

Tiempo (s)

Figura 3.4: Las soluciones del SGIG son mas sensibles a las variaciones de los
pardmetros 7y, 13, 76 Y 7s-

45



Cada curva de la Figura 3.4 representa la dindmica de la variaciéon paramétrica
respecto al estado x3. Las curvas muestran una respuesta de primer orden dado que,
por definicién, la funcion de sensibilidad proporciona una estimacién del efecto de
las variaciones de los parametros sobre la solucién de SGIG. Cada una de las curvas
de la Figura 3.4 muestra una parte transitoria, las curvas que tiene parte transitoria
con crecimiento positivo indican que el parametro hara mas sensible a las soluciones
si se considera un incremento del parametro con respecto a su valor nominal. Por
otro lado, si la parte transitoria muestra un crecimiento negativo; esto implica que,
un decremento en el valor del pardmetro ocasionard una mayor sensibilidad de las
soluciones. Ademsds, la magnitud de sensibilidad de la soluciéon serd menos signi-
ficativa si la curva se aleja del eje horizontal. Otra caracteristica de las curvas es
que, después de un tiempo (parte transitoria), la magnitud de la sensibilidad llega
a un estado estacionario, esto indica que después de un tiempo la magnitud en la
que afecta la variacion del parametro a las soluciones se mantendra fija en un valor.
Segtn la discusion anterior, en la Figura 3.4 se puede observar que el parametro que
hace mas sensible a las soluciones cuando se hace un incremento positivo de él es 1y,
seguido de n3. Mientras que, el pardmetro que tienen mayor efecto sobre la solucién
cuando se realiza un decremento de su valor es 75 seguido de 7. En la Figura 3.5
se muestra como se modifica la curva de la componente 3 de la solucién del SGIG,
cuando existe una variacién paramétrica de los cuatro parametros anteriores, en un
rango de -250% a +250% con incrementos de 50%.

Las curvas de las Figuras 3.5 y 3.6 representan la variacion en el tiempo de z3,
variando solamente un parametro de interés (n, y 3 para Figura 3.5 Ay 3.5 B; 15 y
ne para Figura 3.6 A y 3.6 B respectivamente) y dejando los otros pardmetros fijos en
sus valores nominales. En la Figura 3.5 se puede observar que cuando se consideré
una variacién de +100 % de ny, el valor de la coordenada x3 del punto de equilibro

increment6 un +255.14 % con respecto a su valor nominal (ver Comentario 3). Por
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otra parte, en la Figura 3.6, es posible observar que cuando se hizo una variacion
de -100 % de s, el valor de la coordenada x3 del punto de equilibrio incrementé en
un 253.99 % también respecto a su valor nominal.

En el modelo, los cuatro parametros mas significativos se encuentran ubica-
dos en la cuarta componente del campo vectorial (variacién de la concentracion de
glucosa hepética) y, como se mencioné anteriormente, corresponden a parametros
de las tasas metabdlicas, especificamente estan relacionados con la tasa de produc-
cién de glucosa hepdtica: 14, n5 y 16 con el efecto de la glucosa en la produccién
de glucosa y n3 con el efecto del glucagon en la produccién de glucosa hepdtica.
Recordemos que en el higado es donde se llevan a cabo los principales procesos de la
regulacién de glucosa, tanto de almacenamiento como de produccion, acciones sobre
las cuales el glucagon tiene un papel principal debido a su accién contrarregulatoria.

Para garantizar que la modificacién en el valor de los parametros no afecta
el caracter inico del punto de equilibrio del SGIG, se enuncia el siguiente resultado,

basado en el Teorema de la funcién implicita (Teorema 2.12, [39]):

Corolario 1 Sea W C Dx H, un conjunto abierto, donde D es el dominio del SGIG
definido como en (3.1) y H es el conjunto de los parametros metabdlicos. Sea f la
funcion continua definida en (3.2), tal que f(x*,n9) = 0 para (x*,n9) € W. Dado
que la submatriz a% (x*,m0) de la matriz jacobiana de f(x,n), x € D yn € H, en
el punto (x*,19) es no singular (es trivial probar esto), entonces existe una vecindad
U CW de(z*,n), una vecindad V- C H deng y una tinica funcion suave ¢ : V-— D
tal que p(n) =z y {(z,n) € U | f(z,n) =0} ={(vMm),n) | n € V}. En particular

f(e(n),n)=0 para todon € V.

El Corolario 1 muestra que existe una vecindad V' C H de 1y de pardmetros

para los cuales el punto de equilibrio del SGIG continta siendo tnico.
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Las Figuras 3.7 y 3.8 muestran la modificaciéon del la soluciéon numérica de
fa(zt) = 0; variando ny (3.7 A) y n3 (3.7 B). Variando 7¢ (3.8 A) y 75 (3.8 B)

respectivamente.

3.7 Comentarios sobre el capitulo

En el presente capitulo se define al SGIG como un sistema dindmico, por
lo cual es posible utilizar herramientas de anélisis dinamico a fin de obtener infor-
macién sobre el modelo de la dindmica glucosa-insulina [27]. Principalmente sobre
su solucién, esto para garantizar que la evolucion del SGIG estara definida en un
intervalo de tiempo. El analisis del equilibrio permite conocer el valor de las coor-
denadas del estado para las cuales la dinamica del SGIG es nula, garantizando de
esta manera que, una vez que se tenga una perturbacién (por ejemplo ingesta) los
estados del sistema converjan a un valor de equilibrio (normalmente 80 mg/dl en
personas sana). Mas atun, el andlisis de estabilidad de dicho punto permite asegurar
que, efectivamente el estado converge al valor de equilibrio. Por otro lado, se hizo
un analisis de sensibilidad paramétrica mediante el cual se permite asegurar que,
mediante algunas modificaciones en los parametros nominales del SGIG, este mode-
lo es capaz de representar una variedad mas amplia de pacientes diabéticos, incluso
aquellos que presenten una hiperglucemia critica. También se determiné que, ante
tales variaciones de parametros, el equilibrio sigue siendo estable.

Finalmente cabe mencionar que la verificacion de las propiedades tratadas
en este capitulo (y bajo las condiciones que se establecieron en las pruebas de las
propiedades) permite determinar que el modelo de la dindmica de la glucosa-insulina
[27], es una herramienta matemdtica viable para representar el metabolismo de
glucosa un individuo de sexo masculino; ademas que, bajo ciertas modificaciones,
es posible ampliar su uso para que pueda representar una variedad mas amplia de

personas diabéticas.
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Capitulo 4

ANALISIS DE LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS
DEL SGIG

Al igual que en los dos capitulos inmediatos anteriores, se sugiere al lector
interesado la referencia de Sastry [46]; libro para lectores con poca experiencia en
andlisis de propiedades geométricas de sistemas dinamicos alineales. Citas y referen-

cias necesarias son hechas a lo largo del capitulo.

4.1 Definicion del problema de control

Como se mencioné en el Capitulo 1, debido al impacto social que representa
la DM, la comunidad cientifica se ha dado a la tarea de buscar nuevas terapias a
fin de mejorar las limitaciones que tienen las estrategias actuales. Existen princi-
palmente las siguientes directrices de estudio: i) diserio de farmacos: el principal
interés se centra en la obtencién de medicamentos glucorregulatorios [30], antihiper-
glicemiantes [31] y diferentes tipos de insulina para cubrir las diferentes necesidades
de los pacientes [32]. i) Andlisis molecular: el estudio de interacciones genéticas
pueden dar explicacion a algunas complicaciones de la DMT1, tal como ateroscle-
rosis, microangiopatia y neuropatia, entre otros. iii) Diseno de controladores: en
el area de ingenieria biomédica, se ha planteado a la DMT1 como un problema de
control. En este sentido se han hecho algunas propuestas: Parker et al. [33], pro-
pusieron un controlador basado en modelo, asi como Ruiz-Veldzquez et al. [21] y

Ramprasad et al. [41].
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En este capitulo se estudian cuatro casos para el analisis de accesibilidad,
controlabilidad y observabilidad del modelo compartimental del metabolismo de la
glucosa-insulina de un diabético tipo 1. La motivacién de cada uno de ellos estd en
los diferentes escenarios que se pueden presentar en los pacientes, asi como el grado
de avance de la enfermedad. Tales casos son planteados a partir de la seleccién de
variables del modelo del dindmica de la glucosa-insulina [27], cuya dindmica pueda
ser manipulada para que el nivel de glucosa en una persona con DMT1 se aproxime
al nivel de una persona sana. Se propone ademaés un estudio que, mediante técnicas
geométricas, garantiza la posibilidad de realizar control retroalimentado en cada uno
de los casos, ademas de reconstruir los estados del sistema a partir de las salidas

que es posible medir.

4.1.1 La Diabetes Mellitus como problema de control

Existen diferentes causas relacionadas con el incremento de glucosa en la san-
gre, por ejemplo, cuando se ingieren carbohidratos. En personas sanas, cuando esto
sucede, el pancreas responde mediante la secrecion de insulina a fin de transportar
la glucosa al interior de las células y ser metabolizada por éstas; o bien, ésta es
almacenada en el higado en forma de glucégeno. Por otro lado, en personas con
DMT1 los niveles altos de glucosa prevalecen debido a la carencia de insulina. El
tratamiento médico mas comin para DMT1 es la inyeccion subcutanea exodgena de
insulina [42], la dosis y el tipo de insulina son recomendadas por el médico, de-
pendiendo de la situacion del paciente. No obstante, en situaciones en donde la
enfermedad es avanzada, o bien, en situaciones criticas, el suministro de insulina
se hace por via intravenosa [43], esto para que la hormona llegue directamente al
torrente sanguineo y no a través del proceso de absorcién producto de una inyeccion
subcutanea. En el caso opuesto, una persona con DMT1 puede presentar niveles
bajos de glucosa (hipoglucemia) que puede ser concecuencia, por ejemplo, de una

sobredosis de insulina. En tal situacién, es conveniente suministrar glucosa via oral
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para llegar a normoglucemia. Si esto sucede en situaciones criticas, el suministro de
glucosa debe ser por via intravenosa.

En los diferentes escenarios antes mencionados de la DMT1 y su terapia, se
identifican las siguientes variables del modelo de la dindmica glucosa-insulina [27]
cuya dindmica puede ser manipulada: la concentracion de glucosa en el intestino
(Gg), la concentracién de glucosa arterial (Gg), la concentraciéon de insulina en el
tejido vascular de la periferia (Ipy ), y la concentracién de insulina arterial (I). La
dindmica de G¢ puede ser modificada debido a la absorcién de glucosa por parte
del intestino cuando el presente una ingesta de alimentos; la dinamica de Gy puede
ser modificada mediante en suministro intravenoso de glucosa; por otro lado, la
dindmica de Iy e Ipy puede se modificada debido suministro externo de insulina,
arterial y periférico respectivamente, .

La dindmica de las variables de estados seleccionadas (Gq, Gy, Iy e Ipy) se
ve alterada por las acciones externas mencionadas (ingesta y suministro de glucosa
e insulina); esto tiene fundamento en el anélisis de balance de materia en los com-
partimentos correspondientes ya que las acciones externas tienen un efecto aditivo
en la dindamica de las variables; sin embargo, la forma en la que cada accién tiene
efecto alin estd en estudio. En este sentido existen algunos esfuerzos encaminados a
modelar la absorcién de glucosa en el intestino, asi como la absorcion periférica de
insulina [28]. En este trabajo se trata a las acciones externas como una funcién de
las variables de estado cuya forma es desconocida, pero que modificara la dindmica
de la variable que le corresponde. Tales funciones desconocidas seran representadas
por la letra griega p;, ¢ = 1,...,4. Por tanto, la dinamica de las entradas de control

seleccionadas (Gg, Gy, Iy e Ipy) se ve modificada de la siguiente manera:

—QgG Go) + L6V 4.1
—V—é;( n—Ge) + 6 + m(r)w (4.1)

é
G VG
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T = 2yt = P e P e (42)
Vv TpVpy TEVey

- 1
I = 57 (Qpls + Qule+ Qiclic + Qplpy = Qplu) + pa(w)un (4.3)
H

Gu = (QBGBv+Q€GL+QKGK+QgGPV Q9 Gy —Trpov) + pa()uy (4.4)
Vi

donde C_} H, I_ PV, ]_ HY G g representan a la dindmica modificada de las variables
seleccionadas, debida a la accién externa pu;, ¢ = 1, ..., 4. Estas ecuaciones son modi-
ficaciones de las ecuaciones (2.7), (2.14), (2.10) y (2.3). Bajo estas consideraciones,
se seleccionaron cuatro casos de estudio de las propiedades geométricas del modelo
de la dindmica glucosa-insulina ante alguna accién externa. Tomando combinaciones
de Gg, Gy, Ipy v Iy, los casos propuestos son los siguientes:

Caso 1 (Uso de Gg e Ipy): Corresponde a la condicién normal de un
diabético, en el que G representa a la concentracion de glucosa en el intestino
e Ipy representa la concentracion de insulina depositada en el espacio vascular del
tejido periférico después de la inyeccién de insulina por via subcutanea recomendada
por el médico.

Caso 2 (Uso de G e Iy): En este caso se representa la condicién de un
paciente en un caso de DMT1 muy avanzada pero no en crisis.

Caso 3 (Uso de Gy e Ipy): Las pacientes diabéticos pueden presentar
condiciones de hipoglucemia critica, en presencia de una sobredosis de insulina, por
tanto, este caso toca esta situacién considerando suministro arterial de glucosa.

Caso 4 (Uso de Gy e Iy): Cuando un sujeto con DMT1 se encuentra en
una situacion donde puede alcanzar niveles criticos, tanto de hipoglucemia como de
hiperglucemia. La inyeccién arterial, tanto de glucosa como de insulina es consid-

erada en la terapia en este tipo de situaciones. En la siguiente seccién se presenta
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un analisis basado en técnicas geométricas que permite garantizar la posibilidad de

ejercer alguna accion de control sobre el SGIG en cada uno de los casos propuestos.

4.1.2 Planteamiento del problema

Desde que la hormona insulina fue aislada por Bantinh y Best en 1922, el
suministro exégeno de insulina representé una alternativa de terapia en el tratamien-
to de la DMT1, la cual es vigente, aunque en la actualidad, la insulina puede ser
obtenida mediante técnicas biotecnolégicas de ADN recombinante [16]. El objetivo
de esta terapia consiste en mantener el nivel de glucosa en la sangre del paciente den-
tro de los valores que presenta una persona sana; sin embargo, la dosis recomendada
obedece a informacién previa que tiene el médico sobre la situacion del paciente y no
sobre la condicion, tiempo a tiempo, del paciente en cada momento de la inyeccién.
Mas atin, no se realiza una comparacion del estado actual del diabético con el estado
deseado. Es decir, considerando esta terapia, el problema de mantener el nivel de
glucosa en sangre en normoglucemia se infiere como un sistema en lazo abierto. En
un sujeto sano, la regulacion de glucosa se lleva a cabo de manera automatica y
retroalimentada. Cuando se presenta un incremento en el nivel de glucosa, se activa
un proceso en el pancreas tal que las células 3 del mismo respondan con la secrecién
de insulina. Una vez que se llega a un nivel dentro de normoglucemia, la secrecién de
insulina cesa. Adicionalmente, si el nivel de glucosa y su tasa de variaciéon estan por
debajo de ciertos niveles (70 mg/dl), entonces se activa el mecanismo de produccién
hepatica de glucosa. Esto define un lazo cerrado en el sujeto sano para la regulaciéon
de glucosa en sangre.

El interés de una terapia basada en retroalimentacion estriba en la posibilidad
de contar con un sistema de control cuyo comportamiento sea cercano al de un
sujeto sano para todo tiempo en un intervalo finito. En este trabajo se expone el
planteamiento de un sistema de control para la regulacién de glucosa en sujetos con

DMT1. En seguida se muestra un estudio basado en herramientas geométricas, para
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garantizar la definicion del sistema de control. Especificamente, en este capitulo se

propone las condiciones bajo las cuales se garantiza ejercer algin tipo de accion
de control sobre el SGIG, considerando la combinacién de entradas de control para

cada uno de los cuatro casos definidos.

4.2 Analisis geométrico
4.2.1 Algunos comentarios sobre el espacio de estados del SGIG

Para el estudio de las propiedades geométricas se supone la existencia de un
dominio D, definido como en (3.1), donde evoluciona el estado del SGIG. Segin
la naturaleza bioldgica del SGIG, las componentes que forman el estado del sis-
tema son concentraciones quimicas de una sustancia determinada (glucosa, insulina
o glucagon); por tanto, el estado toma valores reales estrictamente positivos en
cualquier instante de tiempo. Los conceptos de accesibilidad, controlabilidad y ob-
servabilidad son caracteristicas estructurales del sistema de control que permiten
definir o delimitar su espacio de estados, en funcién de las entradas y salidas que se

consideran en el problema de control, todo esto desde un punto de vista geométrico.

4.2.2 Aspectos preliminares de control geométrico

E1 SGIG simboliza, en espacio de estados, a un modelo matematico que repre-
senta la metabolizacion de glucosa de una persona con DMT1 y sus caracteristicas
dindmicas determinan la evolucion en el tiempo de las variables definidas en el
sistema, asi como la forma en la que esta evolucion en el tiempo es llevada a cabo.

El SGIG sin acciones externas tiene la forma general !:

= f(2), alto) = 0 (4.5)

1 Cabe mencionar que en este trabajo los elementos del espacio de estados estan
dados en coordenadas locales x. Para mas detalles ver la Unidad 2 de [39].
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donde z, z( son elementos del dominio D supuesto y f es la funcién definida en (3.2).
De acuerdo a la definicién del problema de control descrito en la seccién anterior, se
desea que el SGIG sea controlado en cada uno de los casos, mediante la modificacién
de la dindmica (a través de las funciones p) de dos variables de estado, dependiendo
del caso (G —Ipy, Gg— Iy, Gg—Ipy 0 Gg—Iy). Segin las nociones preliminares
de control geométrico, si un sistema tiene mas de una senal de entrada, asi como de
salida, se le llama sistema multivariable de control. Por tanto, el SGIG controlado,

puede ser escrito en forma general como:

T = f(z)+ Z ~i(T)u; (4.6)
i=1
u = (uy,up)inUy C R?

donde a f, vy, 72 son los campos vectoriales definidos en D, f es el campo vectorial
de deriva (definido en (3.2)) y 71, 72 son los campos vectoriales de entrada. u; y ug
denotan las funciones de entrada definidas en algin espacio de entradas admisibles
Uy. A continuacién se muestra la definicién de los campos vectoriales de entrada
en v; cada uno de los casos de estudio.

Caso 1 Modificacion de la dindmica de Gg e Ipy: 1 =g¢1 Y Y2 = go.

0(@) = (@)ool @]

gi(z) = 0, Vie{l,..68,..19} (4.7)

gi(x) = ,u1($)7 =7

(1) = [@@),..ol@)]

gh(z) = 0, Vie{l,..12,14,...,19} (4.8)
ga(x) = pa(z), i=13
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Caso 2 Modificacion de la dindmica de Gg e Iy: g1 es el mismo del Caso

1 Yy =gs.

ga(1) = [g}(@),n (@]

gi(z) = 0, Vie{l,..,911,..,19} (4.9)

gs(x) = ps(x), i=10

Caso 3 Modificacion de la dindmica de Gy e Ipy: go es el mismo del Caso

1 yv=gs

() = [gh@), gl @]

gi(z) = 0, Vie{l1,2,4,.,19} (4.10)

ga(x) = pu(z), i=3

Caso 4: Modificacion de la dindmica de Gy e Ig: g4 es el mismo del Caso
3y gs el mismo del Caso 2.

Por tanto, para cada uno de los casos se define un sistema de control de la
forma de (4.6), con ¢; y g» para el Caso 1, g1 y g3 para el Caso 2, g2 y g4 para el
Caso 3; por ultimo, g3 y g4 para el Caso 4.

El analisis de acccesibilidad y controlabilidad que se presenta a continuacién
tiene como objeto establecer algunas condiciones sobre sobre los sistemas de control
de los cuatro casos, a fin de que el SGIG sea accesible y controlable localmente.
Por cuestiones de espacio en el documento, y simplicidad en la presentacion, sélo se
muestra el analisis correspondiente al primer caso de estudio, en los casos restantes,

se verifican las aseveraciones que aqui se hacen.
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4.2.3 Accesibilidad local

El anédlisis de accesibilidad permite conocer los puntos del espacio (o subes-
pacio) de estados a los que puede tener acceso un sistema dado, desde un punto
inicial xy, cuya trayectoria permanece a una vecindad Uy de zy. En esta seccién
se discutiran las condiciones para garantizar la existencia del conjunto de estados

accesibles, a partir de un punto inicial xy. Considere el sistema

= f(z)+ Z:gl(:n)uZ (4.11)

donde z € D, D es un dominio definido como en (3.1), f es el campo vectorial de
deriva tal que f: D — RY, g; y u; con i € {1,2} son los campos de entrada o con-
trolados y las entradas de control (definidas en Uy espacio de entradas admisibles),
respectivamente.

Para que se pueda acceder localmente a un estado del sistema a partir de un
punto zy € D mediante la aplicacién de alguna accién de control, es necesario que el
campo vectorial de deriva f y los controlados g1 y g2, generen un espacio vectorial
donde el estado pueda evolucionar, esto es, un subespacio del espacio tangente
(simbolizado por T'D) a un punto z, del dominio D. La formacién de tal espacio

estd fundamentado en la definiciéon de un algebra de Lie de los campos vectoriales

foay ge.

Conjetura 4 Considere el sistema de control (4.11) y sea {f, g1, g2} un conjunto
formados por los campos vectoriales de deriva y controlados definidos en (4.11). Lie
({f,91,92}) es el dlgebra de accesibilidad asociada a (4.11) si admite por base al

conjunto:
{[Xh [XQ, [, [Xk—lka]H] S FOO(TD) k>1,Xq,.., X, € {f, gl,gg}} (412)
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donde I'°(TD) es el conjunto de todos los campos vectoriales de clase C™ asociados

aD.

FEvidencia: (4.12) implica que la base del édlgebra de Lie formada por f, ¢
y g2 debe estar formada por éstos campos vectoriales y por todos los corchetes Lie
definidos entre ellos y por los corchetes de Lie iterados. Por tanto, para que (4.12)
sea base del algebra de Lie, es necesario que los corchetes de Lie entre los campos
vectoriales de {f, g1, g2} sean elementos de la base. El corchete de Lie entre dos
campos vectoriales X, Y (en coordenadas locales) [X,Y](z) estd definido como:
)4 0X

X, Y](@) = 5-X (@) = 5V () (4.13)

Considere el campo vectorial f definido en la Secciéon 3.2 y los campos con-
trolados definidos en (4.7) y (4.8), para que [X,Y](x) sea elemento de la base de
Lie{f, g1, 92} este debe estar definido. En el Capitulo 3 se estudio la continuidad de
f implica la diferenciabilidad continua de f (Lema 2), ademds es directo observar
que f es Oloo), es decir, infinitamente diferenciable. Por parte del g; y ga, todos
sus componentes son nulas excepto gi (x) = pi(z) y g1*(x) = us(z) respectivamente,
por tanto, para que el corchete de Lie entre dos campos vectoriales cualquiera de
{f, g1, g2} esté definido, las funciones p; y ps deben ser C™, esta es la condicién que
se debe cumplir para que los campos vectoriales relacionados con (4.11) formen un
algebra de Lie. v/

Considere (4.11) y sea zq € D, si el espacio vectorial generado en el pun-
to zy (C(x) = span{f(z),g1(x),g2(x)}) por los campos vectoriales que forman
Lie{f, g1,92} resulta ser igual al espacio tangente en tal punto T,,D, entonces
se dice que (4.11) es localmente accesible. Para que el sistema (4.11) tenga es-
ta caracteristica de accesibilidad, es suficiente establecer condiciones sobre iy y

1o de la suerte que, a parte de ser C'™ diferenciables, su estructura sea tal que,

dim(C(x) = 19) para toda x € D.
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4.2.4 Controlabilidad local

Considere el sistema definido por (4.11), el problema de controlabilidad trata
con la definicién del conjunto de puntos que pueden ser alcanzados a partir de un
punto xy € Uy C D, en untiempo finito mediante la accién de una funcién de control
u = (u1,us) € Uy donde Uy es el espacio de funciones de entrada admisibles. El
problema de controlabilidad de sistemas alineales en un campo de estudio muy activo
en el area de la teoria de control, sin embargo, para los propositos de este trabajo,
se estableceran algunas condiciones para que (4.11) sea un sistema simétrico. Para
mayor entendimiento de los conceptos involucrados en la conjetura que se trata a

continuacion, es recomendable que vea la Proposicién 3.15 de [39].

Conjetura 5 Considere el sistema (4.11) y (C(x) = span{f(z),g1(x), g2(x)}).
Suponga que F = {f+>2 | giu;}, u; € Uy es simétrico, esto es, X € F = —X € F.
Entonces: i) Si C(x) = Ty, D para todo x € D, entonces para toda vecindad Z C D
de x, y para todo T' > 0 x pertenece al anterior de un conjunto abierto cuyos ele-
mentos son los puntos x € D para cada uno de los cuales existe una solucion del
sistema a partir del punto xo y por medio de una entrada de control u € Uy . i) Si

D es conexo y C(x) =T, D para todo x € D, el sistema es controlable

Fuvidencia: Para evidenciar esta conjetura, se imponen condiciones, tanto a
los campos vectoriales controlados g; y g2, como un domino D definido como en (3.1).
En cuanto a los campos vectoriales g; v g2, para que el sistema sea controlable, estos
deben ser seleccionados tal que sus componentes permitan definir al (4.11) como un
sistema simétrico. Por otro lado, la suposicion sobre el dominio D implica que
para que le sistema sea controlable, D no va a poder ser representado por la unién
disjunta de dos abiertos no vacios. Debida a la definicién supuesta en (3.1), se espera
que, en general, el dominio serd un conjunto convexo. Por consiguiente, bajo las

condiciones y suposiciones anteriores se espera que (4.11) sea controlable. 17
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4.2.5 Observabilidad Local

En las dos secciones precedentes se de defini6 la forma y las caracteristicas del
espacio de accesibilidad y controlabilidad a fin tener informacién acerca de los ele-
mentos del espacio de estados a los que se puede tener acceso, mediante una entrada
de control perteneciente al conjunto de entradas permisibles. Ahora bien, el analisis
de observabilidad trata con la definicién del conjunto de puntos pertenecientes al
espacio de estados, que pueden ser estimados a partir de la salida (o salidas) del
sistema. En el SGIG, las variables de estado que pueden ser consideradas como
salida (es decir, que podemos obtener informacién de ella de manera explicita) son
la concentracion de glucosa arterial (z3) y en el espacio vascular de la periferia (zg).
El concepto de observabilidad tiene como fundamento la relacion de equivalencia
Indistinguibilidad entre elementos del espacio de estados del SGIG, como se vera a
continuacion.

Counsidere el sistema de control:

T = f(a:)—l—;gl(x)ul (4.14)
Yi = hz(ﬂf)

donde € D, D un dominio definido como en (3.1) i € {1,2} tal que u = (u1,us) €
Uy C R?, donde Uy es en conjunto de entradas admisibles y h; son las funciones de

salida del SGIG.

Definicién 1 [39]: Un par de puntos x*,2° € D, son indistinguibles (x*Ix°) para
(4.14) si para cada funcion de entrada admisible u la funcion de salida y(t,0, 2%, u)

para t > 0, del sistema para un estado inicial x(0) = z%, y la funcién de salida

y(t,0,2% u) t > 0, del sistema para un estado inicial z(0) = x°, son idénticas en su

dominio de definicion D. El sistema se dice observable si x*Ix® implica 2 = x°.
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Se define ahora el espacio de observabilidad, cuyos elementos seran los estados
del sistema que pueden ser observados o estimados a partir de las salida. Dado que
se trata de conocer la relacion estado-salida del sistema, y la salida del sistema es,
en general, una funcién evaluada en R, entonces, el espacio de observabilidad O
en el espacio lineal en (R) de todas las funciones en D conteniendo a hy, hy y las
derivadas de Lie de las funciones de salida con respecto a los campos vectoriales del
sistema. Tal como en el caso del andlisis de accesibilidad y controlabilidad, se hara
el andlisis de observabilidad para el Caso 1, extendiéndose los resultados para loas

casos restantes. Para el SGIG se tiene lo siguiente:

Conjetura 6 Sea el SGIG definido por (4.14), donde [ es el campo vectorial de
deriva y g1, g2 son los campos vectoriales de entrada con. FEl espacio:

O = {hy, ha, Lyhy(x), Lyho(x), Ly, Lyhy(x), Ly, Lyho(x), Ly, Lyhi(2), Ly, Lrho(z), ...}
incluidas las derivadas de orden superior a 1. Sila dim(D) =19 y dim(dO(z)) = 19,
donde 19 es la dimension del SGIG, entonces (4.14) es observable en x, donde dO

es la codistribucion de observabilidad definida como

dO(z*) = span{dH (z*) | H € O} (4.15)

Fuvidencia: Considere el SGIG definido en la Seccién 5.2, que define al cam-
po vectorial f(z). Considere las salidas de SGIG como hi(z) = x5y he(z) = 6. Sea
f(z) definido en la seccién 3.2, g; = [0%...05; (2)08...01%], y g = [01...0"2 1o (2)014...019],
tal que forman el conjunto de campos vectoriales do = {f, g1, 92}. Las derivadas de

h1y ho alo largo de los campos vectoriales de de dp son:

Lihy = w(x) (4.16)
Lihy = () (4.17)
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L?hl = vs(x) (4.20)

donde vy (z) = f3(x); v2 = 5.643x17(2.7 tanh(0.38x16) —15)(1.42—1.41 tanh(0.00624,—
0.3)) —5.58 —0.72x19(5.66 4+ 5.66 tanh(0.024x4) — 3.61)) — 7.89 tanh(0.11x5 — 50.60) +
1.422x5 — 3.44x5 — 6.4876 4 13.5923 + 0.2629 4+ 0.3627 — 2.341 — 3.3624; v5 = 12.4324 +
33.0126—56.1723—1.55294+11.33x1 —8.6925—0.3327+9.9625+5.64 (2.7 tanh (0.38x14) —
x15)(1.42—1.41 tanh(0.006x4—0.30))(0.048 — 0.045 tanh(0.077x1; —1.47) —0.04x17) —
0.007(7.03+6.52 tanh(0.015215—1.96) ) zs+(—4.31+0.86 tanh(0.1125—50.60)?)(1.53x3—
1.53x5 — 10.76 — 10.76 tanh(0.11z5 — 50.60)) + (—0.72219(0.13 — 0.13 tanh(0.024x4 —
3.61)?) — 3.36 + 5.64x17(2.7 tanh(0.38216) — 215)(—0.008 + 0.008 tanh(0.006z14 —
0.30)2))(0.099z13 + 0.40x7 — 0.50z4 + 6.16217(2.7 tanh(0.38x16) — 15)(1.42 —

1.41 tanh(0.006z4 — 0.30)) — 0.79219(5.66 + 5.66 tanh(0.024z4 — 3.6))) — 14.60 +
5.64x17(1.05 — 1.05 tanh(0.38714)?)(1.42 — 1.41 tanh(0.006z, — 0.30))(0.08(2.93
—2.10 tanh(0.0412x3—2.55))(1.31—0.61 tanh(0.049219 —0.49)) — 0.080x16) + (—4.12—
4.12tanh(0.02424 — 3.61))(0.08 tanh(0.025z1;) — 0.04219) — 5.64217(1.42 —

1.41 tanh(0.006z4 — 0.30))(0.002 tanh(0.38z16) — 0.015215 — 0.007).

Dado que las expresiones de las funciones v;,i € {4,5} son muy extensas, se
omiten en el texto. Debido a las formas de las funciones pu;,7 € {1,2}, L, Lshy =
Ly Lihy = 0 para el par de campos de entrada g;, g; para el Caso 1 y para las
dos salidas consideradas, hy = 1,2. Esto significa que ambas funciones de salida
son invariantes con respecto a los campos vectoriales de entrada. La forma de las
funciones v; cumple el mismo patron de expresiones para los otros tres casos de
estudio y en las dos funciones de salida e incrementan conforme aumenta el orden
de la derivada. Por implicaciones computacionales en su céalculo, el analisis se limito
de manera local hasta la sexta derivada de Lie. Evaluando la dimensién de (4.15)

en el punto de equilibrio definido en el Capitulo 3. Resulta que dimdO(z*) = 6, por
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tanto se concluye que el SGIG es localmente observable en un punto x € D tal que

x = x*, es decir, en el punto de equilibrio. s/
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

5.1 Discusiones y conclusiones

La finalidad principal de este trabajo ha sido realizar un analisis dinamico
y geométrico del modelo compartimental del metabolismo de glucosa, insulina y
glucagon en humanos; asi como un andlisis de sensibilidad paramétrica. Lo anterior
consiste principalmente en observar que el sistema de ecuaciones que conforman al
SGIG tenga unica solucion; es decir, que en todo momento de un intervalo deter-
minando de tiempo, las concentraciones de glucosa, insulina y glucagon tomen un
valor determinado de manera unica a partir de las condiciones iniciales. Ademas
tales soluciones deben tener algunas caracteristicas; por ejemplo, que la solucién
siga existiendo independientemente del estado inicial o de variaciones en el valor de
los parametros. Por otro lado, se realizé el estudio del equilibrio del SGIG; esto
es, se calculd el valor que toman las variables de tal manera que la dinamica del
SGIG se anule, el llamado punto de equilibrio. Se mostré ademés que el punto
de equilibrio es tnico y las ecuaciones que definen a sus coordenadas de glucosa
(21, ..., T4, Tg, ...Tg) son funcién de la concentracién de glucosa en el rinén x5, las
coordenadas de la insulina (x1g, ..., T19) quedan en funcién de z9. Esta dependencia
resulté de la manipulacion algebraica del SGIG en el equilibrio. También se mostré
que el punto de equilibrio es localmente estable, debido que todos los valores propios
de la matriz jacobiana tienen parte real negativa.

Después se realizé un anélisis de sensibilidad paramétrica mediante el cual se

pudieron determinar los pardmetros que hacen mas sensible a la solucién (14, 15, 76
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y n3). Esto significa que cuando se varia algiin parametro de los mencionados el
punto de equilibrio difiere del valor que se calculé con los parametros nominales.
La magnitud de la sensibilidad que provoca algin pardametro depende de cuanto
cambie el punto de equilibrio frente a una variacion del parametro. Por ejemplo 7,
(efecto de la glucosa en la produccién de glucosa hepética), hace méas sensibles a
las soluciones que 73 (efecto del glucagon en la produccién de glucosa hepética), ya
que cuando 7, varfa en un +100% el punto de equilibrio incrementa un 355.14 %,
mientras que cuando 73, cambia en la misma proporcion, el punto de equilibrio s6lo
incrementé un 19.28%. Lo anterior significa que las soluciones son mas sensibles
a las variaciones del parametro 7, que a variaciones de n3. Esto coincide con la
importancia que tiene la produccion de glucosa hepatica en la regulacion de glucosa
en la sangre. El efecto de la glucosa es significativo ya que, dependiendo del nivel
de glucosa que se tenga, se activan los mecanismos de produccion de glucosa o bien
de liberacion de insulina. Por otro lado, el efecto del glucagon es relevante ya que
debido a su accion contrarregulatoria, interviene directamente en el requerimiento
de insulina o glucosa.

El poder describir diferentes puntos de equilibrio, abre la posibilidad de repre-
sentar a un mayor conjunto de personas con DMT1 con diferentes grados de glucemia.
El anélisis de sensibilidad ha permitido identificar los pardametros tales que, con una
modificacién pequena de su valor nominal, son capaces de modificar el valor en
estado estacionario de las variables de estado. Esta modificacién se traduce en la
posibilidad de reproducir distintos el valores estacionarios de la concentracion de
glucosa en cada compartimento fisiologico de un persona con DMTI, sin afan re-
duntante, lo anterior significa que, realizando una modificaciéon en algunos de los
parametros, el modelo de la dinamica glucosa-insulina podria ser capaz de represen-
tar diferentes valores de glucemia (no sélo el de una persona como lo establecen los

pardmetros nominales) y por tanto a un conjunto de personas con caracteristicas
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diferentes.

La identificacién de estos parametros permite determinar cudles son los pro-
cesos mas significativos o méas sensibles en el metabolismo de la glucosa. El analisis
matematico propuesto en este trabajo provee evidencia de que la tasa de produccién
de glucosa hepatica es el proceso mas sensible del metabolismo de la glucosa, ya que
N4, M3, M5 ¥ N afectan la ecuacién que la representa ecuacién (2.18). Cabe men-
cionar que este resultado coincide con investigaciones médicas sobre la produccién
de glucosa hepatica y su papel principal en mantener la normoglucemia [45].

Finalmente, para el andlisis de las propiedades geométricas, se propone el
planteamiento de la DMT1 como un problema de control, considerando cuatro casos
de acuerdo a situaciones tipicas que presentan los pacientes. Tales casos consideran
dos posibles variables de estados sobre las cuales es posible modificar su dinamica:
(Gg, Gy, Ipy y Iy); modificacién relacionada con la ingesta de alimentos para
G, suministro subcutaneo de insulina para Ipy y suministro arterial de glucosa e
insulina para Gy e Iy, respectivamente. Se hace un estudio de las caracteristicas
que debe tener el sistema de control, de tal manera que cuente con las propiedades de
accesibilidad y controlabilidad; a fin de conocer los puntos que es posible alcanzar a
partir de un punto inicial y bajo la acciéon de una senal de control durante un tiempo
finito. En este sentido se mostré que las los campos controlados g; v ¢g» deben
cumplir con estructuras tales que el corchete de Lie del algebra de Lie generada
por f, g1 v g2 (para le Caso 1) esté definido y forme parte de la base del algebra
de Lie Lief, g1, Go, esto implicd que las funciones p; y po deben ser C*°; ademas
para garantizar controlabilidad local del SGIG las funciones u; deben ser tal que su
estructura permita que el (4.11) sea un sistema simétrico. En este mismo sentido
de controlabilidad, se impone la condiciéon que el dominio del SGIG D debe ser una
variedad conexa; sin embargo, debido a la definicién supuesta por (3.1), se espera

que D sea conexo y el SGIG sea localmente controlable. Por ltimo, el analisis
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de observabilidad mostré que el sistema es observable localmente en el punto de
equilibrio, ya que la dimensién del espacio de observabilidad es 6 cuando se realizo

la sexta derivada de las funciones de salida Ay, hs a lo largo de los campos vectoriales

de f, g1y 9o

5.2 Trabajo pendiente

En esta tesis se trataron las propiedades basicas, tanto dindamicas como geo-
métricas del modelo del metabolismo de la glucosa propuesto por Sorensen [27]. Sin
embargo quedan algunos puntos pendientes para redondear este trabajo, a contin-
uacién se mencionan algunos de ellos.

Al inicio del Capitulo 3 se supuso la existencia del dominio D del campo
vectorial f, ésta es la suposicion mas fuerte del andlisis dinamico ya que, a partir de
esto, se garantiza la continuidad del campo vectorial. Por tanto, hace falta estudiar
la existencia de D, su forma, sus caracteristicas de acotamiento, y si es positivamente
invariante; razén necesaria para que las soluciones definidas sobre él evolucionen en
el mismo conjunto. Dentro del andlisis dinamico, es conveniente incluir también
un analisis de estabilidad del sistema, ya que solamente se hizo para el punto de
equilibrio. En cuanto al analisis geométrico, se establecieron condiciones para que
el SGIG bajo una entrada de control admisible, cuente con las caracteristicas de
accesibilidad y controlabilidad y observabilidad del SGIG de manera local, por tanto

queda por estudiar el caracter global de tales conceptos aplicados a SGIG.

5.3 Trabajo futuro

El trabajo desarrollado en esta tesis proporciona caracteristicas de un mod-
elo matematico que representa un proceso que es de interés para controlar, esto es,
un modelo sobre el metabolismo de glucosa en humanos que pueda ser usado para
controlar el nivel de glucosa en la sangre. El andlisis dinamico mostré que el modelo

de la dindmica glucosa-insulina [27] es una herramienta viable para representar el
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metabolismo de la glucosa en humanos, teniendo en cuenta las consideraciones es-
tablecidas para cada propiedad del sistema. Mas atin, se mostrd que es posible hacer
modificaciones sobre algunos parametros del sistema a fin de que éste represente a
una amplia gama de pacientes con DMT1; en este sentido, se observd que el sistema
muestra sensibilidad considerable frente a la modificacién en el valor nominal de los
parametros e incluso, en el redondeo de ellos para fines de calculo; por lo que se
propone un estudio desde el punto de vista numérica de esta caracteristica. Por otro
lado, el andlisis geométrico mostré que es posible acceder a un conjunto de puntos
en un tiempo finito mediante una entrada de control.

Como trabajo futuro queda buscar alternativas de control, tal que el algorit-
mo o técnica de control seleccionada entre en el conjunto de las entradas de control
permisibles. La seleccion de la estrategia de control debe ser tal que, el controlador
resultante sea de orden pequeno, tal que permita ser implementado, considerando
las caracteristicas de los actuadores involucrados en la implementacion. En este
sentido, las estrategias de control que se podrian utilizar son las convencionales PI

y PID, control geométrico y posibles aproximaciones robustas a cada una de ellas .
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Apéndice A

APENDICES

A.1 Nomenclatura
Variables:
G = Concentracién de glucosa (mg/dl)
I = Concentracién de insulina (mg/dl)
() = Flujo sanguineo vascular (dl/min)
I' = Tasa metabolica
T = Tiempo de difusién transcapilar (min)
V' = Volumen (dl)
t = Tiempo (min)
Primer subindice (compartimento fisioldgico):
B = Cerebro.
H = Corazoén y pulmones.
L = Higado.
G = Intestino.
K = Rinones
P = Periferia.
Segundo subindice (subcompartimento fisioldgico):
V = Espacio de fluido vascular.
I = Espacio de fluido intersticial.

Subindices de las tasas metabdlicas:
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BGU = Absorciéon de glucosa en el cerebro.

GGU = Utilizacién de glucosa en el intestino.

HGP = Produccién hepatica de glucosa.

HGU = Absorciéon hepética de glucosa.

KGE = Excrecion de glucosa en los rinones.

PGU = Absorcién de glucosa en el tejido periférico.

RBCU = Absorcion de glucosa en las células rojas del la sangre.
PIR = Liberacién de insulina periférica.

LIC = Utilizacién de insulina en el higado.

KIC = Utilizacién de insulina en el rinén.

Primer supraindice:

G = Modelo de glucosa.

I = Insulina.

I' = Glucagon.

B = Valor basal.

N = Valor normalizado.

Sequndo supraindice:

0 = Valor inicial.

oo = Infinito.

Variables de estado:

x1 = Gy : Concentracién de glucosa en el cerebro.
x9 = Gy : Concentracién de glucosa en el cerebro.
x3 = Gy : Concentracion de glucosa arterial.

x4 = G, : Concentracion de glucosa hepética.

x5 = Gk : Concentracion de glucosa arterial.

x¢ = G'py : Concentracion de glucosa en el tejido vascular de la periferia.

x7 = G¢ : Concentracion de glucosa en el estémago.
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xg = Gpy : Concentracién de glucosa en el tejido intersticial de la periferia.
x9 = Ip : Concentracién de insulina en el cerebro.

10 = Iy : Concentracién de insulina en arterial.

x11 = I, : Concentracién de insulina hepatica.

219 = I : Concentracion de insulina hepatica.

x13 = Ipy : Concentracién de insulina en el espacio vascular de la periferia.
x14 = Ig : Concentracion de insulina en el estémago.

215 = Ipr : Concentracién de insulina en el espacio intersticial de la periferia.
x16 = Ge @ Concentracion de glucagon.

w17 = M} p : Efecto de la insulina en la produccién de glucosa hepdtica.
18 = fo 1 Efecto del glucagon en la produccién de glucosa hepatica.

w19 = M} : Efecto de la insulina en la absorcién de glucosa hepética.
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A.2 Definicién de parametros

m = $&% =1.685 1/min

ZBI
VBVTB

Ty = ﬁ = 0.4761 1/min
T = Vg =4.5dl

75 = Q% = 5.9 dl/min
76 = QY = 12.6 dl/min
mr = Q% =10.1 dl/min
ms = Q% = 15.1 dl/min
T9 = Q% = 43.7 dl/min

= 0.6122

T =

Ty = v%g; = 0.0726 1/dl
= % = 0.9017 1/min

T =V{=112d

T3 = QF = 2.5 dl/min

T4 = Q% = 10.1 dl/min
- =0.0398 1/dl

7T15 - VS
g = V%? = 0.15151 1/dl
Ty = ng = 1.4519 1/min

Tg = TCY;I & = 1.2961 1/min

Ty = 7z = 0.2 1/min
Mo = VL =0.0148 1/dl
Ty = %1 2088 = 0.0485

1

25

16

g = 57 1.138 = 0.0452

T23 — m = 0.0778

a4 = (0.89)(1.66) = 1.4774
o5 = % =0.04

A.2.1 Parametros hemodinamicos

oy = 100352 = 0.3892

o8 — W = 0.0076
29 — % = 0.0153
T30 = l = 0.08

T3 = 5o = 0.0258
T3y = % = 1.7307 1/min
T33 = QB = 0.45 dl/min
734 = Q1 = 0.9 dl/min
735 = Q% = 0.72 dl/min
736 = QL = 1.05 dl/min
T3y = = 3.12 dl/min
T3g = V—ifl =1.0101 1/dl
T39 = QVG;

710 = QL = 0.18 dl/min

= 0.7659 1/min

i = QL = 0.72 dl/min
Tay = L =0.8771 1/dl
Ty3 = V—K = 1.4117 1/min
7 = Jr = 1.9607 1/dl
45 = E = 1.4189 1/min

_ Vi
7T46 - TI‘};II

= 0.4554 1/min
Ty7 = T, = 0.05 1/min

Tyg = E = 0.14836 1/dl
Tyo = @ = 0.0088 1/dl
50 = 0.4116
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A.2.2 Parametros metabdlicos
m = 155 Nr = 0.497 N3 = 0.11 o = 0.338 T2s = 2.10 MN31 = 0.47

M =27 ng=0566 mu=460 790 =582 =418 13 =9.1182
N3 =039 n9g=244 n5 =235 N21 = 70 Moy = 2.5498 133 = 9.1

Ny =142 1n0=148 116 = 0.0098 12 = 10 Mg = 1.31

s =141 mn;; =20 mr = 7.03 123 = 20 n29 = 0.61

ng = 0.62 1o ="T71 s = 6.52 Moy = 2.93  1n39 = 1.06

A.3 Acrénimos
En la siguiente lista se definen los acrénimos (por orden de aparicién) utilizados a

lo largo del documento.

DM: Diabestes Mellitus

DMT1: Diabestes Mellitus Tipo 1

DMT?2: Diabestes Mellitus Tipo 2

ADN: Acido Desoxirribonucleico

OMS: Organizacion Mundial de la Salud

INEGI: Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informatica

USD: United State Dollar

SSA: Secretaria de Salud

IMSS: Instituto Mexicano del Seguro Social

ISSSTE: Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del
Estado.

ATP: Adenosin trifosfato

NADH: Nicotina-Adenina Dinucleétido Fostato

SGIG: Sistema Glucosa Insulina Glucagon
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