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Resumen

El problema de control de sistemas con retardos es una tarea no trivial debido a la
naturaleza infinito-dimensional de los sistemas. Uno de los resultados mas importantes para
este problema, es la estrategia de control conocida como Asignacion de Espectro Finito;
que asigna al sistema en lazo cerrado un espectro finito el cual puede ser arbitrariamente
ubicado bajo ciertas condiciones de controlabilidad. Dicha estrategia de control involucra
términos integrales sobre valores pasados del control y necesita ser aproximada
numéricamente en una implementacion practica. Resultados recientes muestran que la
implementacion numeérica de la ley de control demanda la estabilidad de la dinamica
interna del controlador, la cual esta descrita por una clase especial de ecuaciones integrales
con retardo. En este trabajo de tesis se estudia la estabilidad de dichas ecuaciones
integrales. Se obtienen condiciones suficientes de estabilidad dependientes del retardo para
las ecuaciones integrales. Dicho resultado determina una clase de sistemas con retardo en el
control para los cuales se tiene una implementacién segura de la ley de control que asigna
un espectro finito en lazo cerrado mediante métodos numéricos de aproximacion por
cuadratura.
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Abstract

The control problem of time-delay systems is a not trivial task due to the infinite-
dimensional nature of the addressed systems. One of the most important results on this
problem is the control strategy known as Finite Spectrum Assigment (FSA) that assigns a
finite spectrum to the closed-loop system, which under some controlabillity conditions can
be arbitrarily located. This control strategy involves integral terms over the past values of
the control which need to be numerically approximated in a practical implementation.
Recent results show that the numerical implementation of the control law dependends the
stability of the internal dynamics. In this work the stability of such integral equations is
addressed. We provide delay-dependent stability conditions for the integral delay equation.
The results determines a class of systems with delays in the control input for which a safe
implementation of the control law that assigns a finite spectrum to the closed-loop system
is guaranteed by using only standard numerical methods.
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Capitulo 1

Introduccion

En el an4lisis de estabilidad para sistemas lineales invariantes en el tiempo una herramienta
bésica y muy conocida es la transformada de Laplace, la cual permite estudiar el comportamien-
to dindmico del sistema mediante la ubicacién de un nimero finito de raices del polinomio ca-
racteristico asociado. Para sistemas lineales con retardo la funcién caracteristica asociada resul-
ta ser un cuasipolinomio con un nimero infinito de rafces y determinar su ubicacién no resulta
tan sencillo.

La naturaleza infinito-dimensional de los sistemas con retardo hace que su control sea un
problema no trivial. Para ilustrar esto, considere un sistema lineal con retardos sélo en la variable
de entrada de control, procediendo de la misma forma que en sistemas lineales sin retardo uno
puede tratar de usar una retroalimentacion estdtica de estado para controlar el sistema. Esto
proporcionard, en general, un sistema en lazo cerrado gobernado por un sistema lineal con
retardos con un espectro infinito y controlar su ubicacién no es realizable practicamente.

A finales de los 70’s Manitius y Olbrot [14] proponen una ley de control que asigna un
espectro finito al sistema en lazo cerrado a sistemas con retardos, el cual puede ser ubicado
arbitrariamente bajo ciertas condiciones de controlabilidad. Este resultado es extremadamente
atractivo ya que idealmente permite la asignacién de la dindmica en lazo cerrado mediante la
ubicaciéon de un nimero finito de raices de un polinomio como en el caso de sistemas lineales
sin retardo.

La ley de control propuesta en [14] involucra una integral sobre valores pasados del control

que necesita ser aproximada numéricamente en una implementacién préctica. En [15] se mostré



que la aproximaciéon numérica de la integral da resultados satisfactorios para un modelo de
tunel de viento. Sin embargo, recientemente en [25] y [26], a través de un ejemplo escalar, se
mostré que la aproximaciéon numérica no garantiza estabilidad en lazo cerrado, no importando
la precisién de la aproximacion.

El mecanismo de la inestabilidad de la implementacién de la ley de control atrajo la atencién
de la comunidad cientifica (vea: [6], [18], [19], [21] y [27]) y fue propuesto como un problema
abierto en [24].

En [17] y [19] se mostré que cuando la integral es aproximada numéricamente, el sistema
resultante en lazo cerrado es un sistema con retardos de tipo neutro que puede ser inestable si
el controlador ideal no es internamente estable. En otras palabras, la implementacién préctica
del controlador demanda su estabilidad interna.

La dindmica interna de la ley de control es descrita por una clase especial de ecuaciones
integrales con retardo. Hasta el momento, y dentro de lo que conocemos, el andlisis de estabilidad
de estas ecuaciones integrales no ha recibido suficiente atencién en la literatura y el objetivo de
esta tesis estd enfocado en ello.

Otros resultados ([21] y [27]) muestran que el sistema en lazo cerrado con retardos de tipo
neutro puede ser convertido en uno de tipo retardado introduciendo un filtro pasa-bajas en el
lazo de control. En [21] se cambia la estructura del control incluyendo explicitamente un filtro
pasa-bajas, en el lazo de control, el cual es obtenido resolviendo una ecuacién matricial. Por
otro lado en [27] se propone un esquema de aproximacién/implementacién que implicitamente
involucra un filtro pasa-bajas para el cual es necesaria la seleccién de una constante positiva
suficientemente pequena ¢ (ver la observacién 2 de la pagina 2078). Adicionalmente, el problema
del disenio del filtro serd m&as complicado si se consideran multiples retardos en la variable de
entrada de control. Por lo tanto, la biisqueda de condiciones de estabilidad de las ecuaciones
integrales con retardo para garantizar una implementacion segura de la ley de control permanece
como una importante linea de investigacién.

En esta tesis se proporcionan condiciones de estabilidad para la ecuaciones integrales con
retardos que gobiernan la dindmica interna de la ley de control para la asignacién de espectro
finito (FSA; pos sus siglas en inglés). Los resultados ayudarén a garantizar una implementacién

segura con métodos numeéricos mediante una seleccién apropiada de la ganancia del controlador.



La organizacién de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 presentamos la introduccién al
problema. En el Capitulo 2 se hace la formulacién del problema. En el Capitulo 3 se presentan
algunos preliminares sobre sistemas con retardos que nos sirven de herramientas para resolver
el problema. Los resultados se presentan en el Capitulo 4 y por iltimo en el Capitulo 5 se

presentan las conclusiones y trabajo a futuro.



Capitulo 2

Formulacién del problema

Considere un sistema lineal invariante en el tiempo descrito por:
z(t) = Ax(t) + Bul(t), (2.1)

donde z(t) € R™, u(t) € R™ es el vector de entradas, A y B son matrices constantes de
dimensiones apropiadas. Es bien sabido que si el par (A, B) es controlable [5] nosotros podemos

con una retroalimentacién estdtica de estado
u(t) = Fa(t), (2.2)

asignar arbitrariamente una dindmica al sistema en lazo cerrado bajo una eleccién conveniente
de la matriz de retroalimentacién F'. De esta forma el sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) tiene

la forma:

z(t) = (A+ BF)x(t),

cuya ecuacién caracteristica asociada es:
det(sI — A— BF) =0.

Asi el sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) tiene un espectro finito que puede ser arbitraria-

mente ubicado en un conjunto de puntos preasignado del plano complejo.



En sistemas con retardo en el control la situacién es completamente distinta. Si nosotros
quisiéramos aplicar la ley de control (2.2) a un sistema con retardo h > 0 en la entrada de

control

z(t) = Ax(t) + Bu(t — h),

obtendriamos en lazo cerrado el sistema con retardo

z(t) = Az(t) + BFz(t — h),
cuya ecuacion caracteristica es:

det(sI — A — BFe ") = 0.

Ahora el espectro es infinito y controlar la ubicacién de un niimero infinito de valores propios
no es realizable précticamente. Motivados por lo anterior, Manitius y Olbrot [14] proponen una
ley de control que asigna un espectro finito en lazo cerrado. Ademsés, el espectro finito en lazo
cerrado puede ser asignado arbitrariamente bajo ciertas condiciones de controlabilidad, lo cual

resulta ser muy interesente dada la naturaleza de los sistemas con retardo.

2.1. Ley de control que asigna espectro finito para sistemas con

retardo en el control

Considere el siguiente sistema infinito-dimensional con retardo en la entrada de control
z(t) = Ax(t) + Bu(t — h) (2.3)

donde h € RT, A € R™" y B € R™™, Manitius y Olbrot [14], motivados por el problema de

asignacién de espectro, proponen la siguiente ley de control

u(t) = Fa(t) + Fe "4 / ’ e " Bu(t + 0)dd, (2.4)
—h



que asigna idealmente espectro finito al sistema en lazo cerrado (2.3)-(2.4). Cabe notar que
esta ley de control estd basada en el principio del predictor de Smith, donde se predice el
comportamiento en un tiempo ¢t + h de la variable de estado de la ley de control. Es decir,
tomando

u(t) = Gz(t + h) = Ge" [a:(t) + /(; e~ AR Byt + 0)do
y definiendo F' = Ge" se obtiene (2.4).

El siguiente teorema representa el resultado principal en asignacién de espectro finito para

el sistema (2.3). Incluimos la prueba por razones de completez del trabajo de tesis.

Teorema 1 [1/] El espectro del sistema en lazo cerrado (2.8)-(2.4) coincide con el espectro de
la matriz

A+e "MBF.

Ademds asumiendo controlabilidad (respectivamente estabilizabilidad) [22] del par (A,e " B)
el espectro del sistema (2.3)-(2.4) puede ser arbitrariamente ubicado en cualquier conjunto
preasignado de n puntos complejos conjugados (respectivamente los valores propios inestables

de A pueden ser arbitrariamente ubicados) por una eleccion conveniente de la matriz F.

Prueba. La ecuacién caracteristica del sistema en lazo cerrado (2.3)-(2.4) es:

sI— A —Besh
det =0, (2.5)
—F I —FN(s)

donde N(s) = e~ 4" f_oh I=4 a9,

- : —N(s) 0
Multiplicando a la derecha la matriz en (2.5) por y (en ese orden)
0 1 F I
obtenemos que (2.5) es equivalente a:
det[(sI — A)(I — N(s)F) — BFe™*"| = 0. (2.6)

Dado que N(s) = (sI—A) " (I—eMsI=4))e=Ah B tenemos que (sI—A)N(s)F = e A"BF —



e *"BF. Sustituyendo esto en (2.6) obtenemos
det[s] — A — e "™BF] = 0.

La conclusién del teorema sigue de los resultados cldsicos en asignacién de espectro y esta-
bilizacién de sistemas lineales. m

La ley de control (2.4) involucra una integral sobre valores pasados del control la cual
necesita ser calculada a cada instante de tiempo ¢. Una realizacién obvia de la ley de control se

obtiene definiendo

0
2(t) = / e~ 0N ABy(t + 0)do
—h

y diferenciando esta nueva variable auxiliar z(t)
2(t) = Az(t) + e " Bu(t) — Bu(t — h),
con lo cual se obtiene la ley de control
u(t) = F(z(t) + 2(t)).

Cuando el sistema en lazo abierto es inestable, la nueva variable z(t) es gobernada por una
ecuacion inestable y esta realizacién debe ser descartada debido a que involucra una cancelacién
de polos inestables en el controlador por ceros inestables del sistema. Motivados por lo anterior
Manitius y Olbrot [14] sugieren aproximar numéricamente la integral en instantes sucesivos de

tiempo.

2.2. Problemas en la implementaciéon de la ley de control

En [15] se mostré que la aproximacién numérica de la integral proporciona resultados sa-
tisfactorios para un modelo de tinel de viento desarrollado en el Centro de Investigaciones
Langley de la NASA. Sin embargo en 1999 fueron reportados resultados mediante un ejemplo
escalar que la aproximaciéon numérica utilizando métodos de integracién de tipo cuadratura

puede no garantizar la estabilidad en lazo cerrado sin importar el grado de precisiéon de la



aproximacion [26].
Observemos que z(t), utilizando el método de aproximacion rectangular (rectdngulos ins-

critos), se puede escribir como:

q
24(t) = e M4 n <B (t) + e Bu (t — h)) + h ea" By (t - Eh) (2.8)
2q = q
y usando Simpson
24(t) = e "ML (Bu(t) + " Bu(t — h
ot L (Bu(t) (t - b)) 2

2p—1 2
+ e*hAg)—Z Zg/jl_l (46 K "ABu(t — En) + 2e7phABu(t — gh))

donde ¢ es la precisién de la aproximacion.
Para anélisis posteriores notemos que la aproximacién numérica mediante cualquiera de los

métodos anteriores (2.7), (2.8), (2.9) se puede escribir como:

q
zg(t) = e Z npethBu(t - Bh), (2.10)

p=0 a4

donde 7,, depende del método de aproximacién en cuestion.
Con el fin de ilustrar el mecanismo de inestabilidad de la implementacién numérica de la
ley de control presentamos, para un ejemplo escalar, las simulaciones numéricas pertinentes.

Consideremos el siguiente sistema escalar:
x(t) = ax(t) + u(t — h), (2.11)

cona€RTyh>0.

La ley de control

0
u(t) = fz(t) + fe / he*9au(t+9)d9. (2.12)



asigna al sistema en lazo cerrado (2.11)-(2.12) el valor propio A = a + fe~"¢. Tomando a = 1,
h =1 y escogiendo f = —4, obtenemos A = —0.47. En las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se presentan
las simulaciones numeéricas del sistema en lazo cerrado utilizando (2.7), (2.8) y (2.9) respecti-
vamente.

En estas Figuras se puede observar que se tiene inestabilidad para cualquiera de los tres
métodos de integracién, donde aunque aparentemente convergen al origen, en determinado
tiempo se empiezan a observar oscilaciones crecientes (en amplitud). Otra cosa que se puede
observar es que en principio, si se cambia a un mejor método de aproximacién lo que se esperarfa
es un mejor resultado, sin embargo se observa que el método de Simpson que se supone, aproxima

mejor la integral, proporciona peores resultados.

x(t)

Fig. 2.1 Simulacién numérica del sistema en lazo cerrado (2.11)-(2.12), usando el método

rectangular (¢ = 100).
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Fig. 2.2 Simulacién numérica del sistema en lazo cerrado (2.11)-(2.12), usando el método

trapezoidal (¢ = 100).
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Fig 2.3 Simulacién numérica del sistema en lazo cerrado (2.11)-(2.12), usando Simpson

(g = 100).

Los resultados anteriores atrajeron la atencién de la comunidad cientifica y un esfuerzo
considerable fue dedicado a entender el mecanismo de inestabilidad de la aproximacién numérica

de la ley de control (2.12) (vea [6], [19], [21], [27]).

10



2.3. Condicion necesaria para la estabilidad de lazo cerrado

Un resultado definitivo en el problema de implementaciéon de las leyes de control ha sido
demostrado por Mondié¢, Dambrine y Santos en [19]. Cuando la integral es aproximada numéri-
camente, el sistema resultante en lazo cerrado es un sistema con retardos de tipo neutro que
puede ser inestable si el controlador no es internamente estable. Dada la importancia de este

resultado en este trabajo de tesis incluimos una versién ligeramente modificada del resultado.

Teorema 2 [19] Considere el sistema (2.3) donde A no es Hurwitz y (A,e ™" B) es estabili-
zable. La implementacion numérica de (2.4) mediante un método de cuadratura numérica resulta

en un sistema en lazo cerrado inestable si la dindmica interna de (2.4) descrita por
0
i(t) = FehA / A Bii(t + 0)do (2.13)
—h

es inestable

Prueba. Sean
0 L Eh(sI-A
M(s):/ 1= a0 v My (s) = E Npe ¢ (sI=4)
—h
p=1

Entonces la funcién caracteristica en lazo cerrado (2.3)-(2.4) utilizando la aproximacién numéri-
ca (2.10) es:
gq(s) = det[(sI, — A)(I,, — My(s)e " BF) — BFe™*].

El cuasipolinomio g4(s) es de tipo neutro y una condicién necesaria para su estabilidad es
que

pqe(s) = det[I,, — M,(s)e " BF] (2.14)

sea estable.
Para una funcién f : R — C se tiene que el error entre la integral I(f) = f_oh f(6)do y

su aproximacién I,(f), obtenida mediante un método de cuadratura de paso constante con

11



precisién g, esta dado por la expresion

ahBtl

I(f) = I,(f) € ——5FP (&),
Yq

donde a, 8,7 son enteros positivos que dependen del método de aproximacién y la presicién ¢
escogidos, £, € [~h,0], y si f € CP([~h,0],C), véase [2].

Entonces se tiene que

<In - M(s)e’hABF) (I — Mq(s)e’hABF)H

IA

e—hABFH Zn: ‘I(e(’(s_’\i)) _ Iq(ee(S_M)’
1=1

K
—hA 7
e BFH g —.

i=1 ¢’

IN

donde A1, Ag, ...\, son los valores propios de la matriz A y

B+1
ki - <ah > méX ‘(S - )‘i)ﬁee(s_Ai) >i = 17 27 ey L.
vy 0e[—h,0]

Asi I, — My(s)e " BF converge uniformemente I,, — M(s)e "4 BF implicando la conver-
gencia uniforme de p,(s) a p(s) = det[l,, — M(s)e 4" BF).

Ahora consideremos que so € C es un cero de p(s), es decir p(sg) = 0. Debido a que py(s) y
p(s) son cuasipolinomios, entonces son funciones analiticas en Bc(sg).

Sea

p= min [p(s)] >0

|s—so|=¢
De la convergencia uniforme de p,(s) a p(s) existe Q(p) > 0 (suficientemente grande) tal
que

Pq(s) = p(s)| < p(s)], Vg = Q,Vs : |s — so| =e.

Del teorema de Rouché [1] se sigue que p(s) y p(s) + (pg(s) — p(s)) = pq(s) tienen el mismo
nimero de ceros dentro de B.(sp). Entonces para ¢ suficientemente grande, cada cuasipolinomio
Pq(s) tiene un cero sg en una vecindad de sg tal que Sg — 89 cuando ¢ — oo. Asi, para ¢

suficientemente grande, una condicién necesaria para la estabilidad de g4(s) es la estabilidad
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de p(s).

El teorema se concluye observando que:

p(s) = det [I — Fe M (sI — A)~ <I e~ h(eI=4) ) B} (2.15)
— det [In _ BFe™h (s] — A)” (I e h(T=4) )}
— det [In —ehA (] — A)T (I sl *A>) BF}

es la funcién caracteristica de (2.13). m

2.4. Alternativas de implementacién

El teorema anterior establece que la implementacion préctica del controlador (2.4) demanda
su estabilidad interna. Adicionalmente, el teorema muestra que la dindmica interna del contro-
lador estd descrita por una clase especial de ecuaciones integrales con retardos. Este resultado
implica limitaciones al método de asignacién de espectro finito para la estabilizacién de sistemas
con retardo en el control. Lo anterior motivé la bisqueda de alternativas de implementacién en
la literatura. Asi, resultados recientes reportados en [21] y [27] proponen la introduccién de un
filtro pasa-bajas en el lazo de control que convierte el sistema en lazo cerrado de tipo neutro
en uno de tipo retardado.

El enfoque desarrollado en [21] cambia la estructura de la ley de control, introduciendo

explicitamente en el lazo de control un filtro pasa-bajas en la forma siguiente:
0
a(t) = Apu(t) + Bp(ez(t) + / e Y Bu(t + 0)do), (2.16)
—h

donde Ay y By son matrices de disefio que determinan el filtro pasa-bajas.

La matriz caracteristica en lazo cerrado (2.3)-(2.16) se puede escribir como:
Dl () = (sI — Ay) D(s) — By N(s), (2.17)

donde N(s) y D(s) son coprimas derechas satisfaciendo (sI — A)~!B = N(s)D~!(s).

Asi, el espectro en lazo cerrado (2.3)-(2.16) es finito y se muestra que siempre es posible
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encontrar matrices Ay y By tales que el espectro consiste de n+m valores propios preasignados.

Tales matrices satisfacen la siguiente ecuacién:
—~AyD(s) — ByN(s) = D"(s) — diag{s},D(s). (2.18)

Por otro lado, cuando la integral es aproximada por sumas se tiene que D% (s) se trans-

forma en:

Dy(s) = ¢ sl — Ay — By i npe_gh(SI_A)B D(s) — Be"AN(s)e ", (2.19)
p=0
que corresponde a un cuasipolinomio de tipo retardado. Los cuasipolinomios de tipo retardado
tienen un nimero finito de ceros a la derecha de cualquier linea vertical en el plano complejo a
diferencia de los de tipo neutro.
El siguiente resultado mostrado en [21] garantiza una implementacién segura de la ley de

control propuesta (2.16):

Proposicién 3 [21]. Asumiendo que los pardmetros Ay y By en la ley de control (2.16) son
tales que la matriz de lazo cerrado ideal (2.17) es Hurwitz. Cuando el término integral en (2.16)
es aproximado por un método de paso constante como (2.10), entonces existe q en (2.19) tal

que la matriz caracteristica del lazo cerrado (2.19) es asintéticamente estable.

Una segunda alternativa es la propuesta por Zhong en [27], donde se analiza el problema
desde otra perspectiva. Sin embargo este enfoque también modifica la ley de control incluyendo
un filtro pasa-bajas.

En [27] se muestra que una mejor aproximacién de la integral es

0 h q—1 h
/ e 4 Bu(t + 0)do ~ (&A - I) ALY e gy <t - i—) :
—h =0 q
donde en el espacio frecuencial es representado por la expresion

1—ea® etA_ T “ Bh(sI—A
oo = (2257 ) () e
p=0

q
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Para una implementacién de Zzq en el dominio s se propone la siguiente expresién

_h h -1
1— e alto eal — T e _Pp(sI—A
Zfe(s>:< e ><8/e+1 AT Y OB,
p=0

1—¢e ¢

Aqui la constante positiva e tiene que ser escogida tan pequenia como sea posible (vease [27],
observacién 2, pag. 2078). Sin embargo no existe un procedimiento simple para escoger € > 0.
De igual manera la otra alternativa de un filtro propuesta en [21] requiere resolver una ecuacién
matricial.

Ademsds, si se quisiera extender estas dos alternativas de implementaciéon a sistemas con

muiltiples retardos, el diseio de muiltiples filtros pasa-bajos seria mas complicado.

2.5. Planteamiento del problema

Manituis y Olbrot proponen una ley de control para sistemas lineales invariantes en el
tiempo con retardo en la variable de entrada de control que en una implementacién préctica
usando métodos numéricos tradicionales se muestra que para algunos valores de pardmetros es
estable [15] y para otros valores de pardmetros no [26]. Se muestra ademds que el problema de
estabilidad es debido a que el sistema en lazo cerrado es un sistema con retardos de tipo neutro
[25], [26].

El an4lisis de estabilidad de (2.4) no ha sido suficientemente explorado en la literatura
porque la atencién ha sido enfocada en la introduccién de un filtro pasa-bajas en el lazo de
control como una forma de solucionar el problema de implementacién, ver [21] y [27].

Como es bien sabido la introduccién de un filtro pasa-bajas en el lazo de control representa
una alternativa para solucionar el problema, ello puede hacer que la implementacién sea ine-
cesariamente complicada (en el diseno de muiltiples filtros pasa-bajas) en el caso en que los
parametros de (2.3) son tales que (2.13) es estable.

De ahi que la busqueda para las condiciones de estabilidad de (2.13) permanece como una
importante linea de investigacién en el problema de FSA para sistemas con retardo.

Es importante mencionar que ecuaciones integrales con retardo similares, tambien aparecen

en el andlisis de estabilidad de la dindmica adicional introducida por algunas transformaciones
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de sistemas comunmente usadas para obtener condiciones de estabilidad dependientes del re-
tardo para sistemas con retardo, ver [11] y [12].

El objetivo de esta tesis es encontrar condiciones que garanticen la estabilidad de la dindmica
interna de la ley de control (2.13) para una clase de sistemas con multiples retardos en la entrada

de control.
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Capitulo 3

Preliminares

Sabemos que muchos sistemas son descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE “s,
por sus siglas en inglés). Sin embargo personajes como Euler, Bernoulli, Lagrange, Laplace y
Poisson inclufan en sus modelos matemadticos a las ecuaciones diferenciales funcionales (FDE s,
por sus siglas en inglés) en lugar de las ODE’s. Esto es dado que este tipo de ecuaciones
son més realistas porque incluyen informacién del pasado de los estados del sistema, se puede
decir que el principio de causalidad es sélo una primera aproximacién de la realidad [8]. Varios
ejemplos de sistemas descritos por FDE son ilustrados en [7], [8] y [13], de entre ellos estan el
sistema predador-presa, modelos en viscoelasticidad, en dindmica de poblaciones, en sistemas
en transmision de senales, en sistemas biolégicos, en medicina, en ecologfa, en economia y otras
ciencias.

Las FDE s representan una clase de ecuaciones infinito-dimensionales y una caracteristica
de este tipo de ecuaciones es que necesitan una funcién como valor inicial para construir su
solucién en el tiempo. Ademds, los efectos en cualquier cambio del sistema no son instantdneos,
es decir dependen del pasado de los estados.

Una clase particular de FDE’s son las ecuaciones diferenciales en diferencia (DDE, por
sus siglas en inglés). Asumiremos que C,, = C([—h,0],R") es el conjunto de las funciones
continuas mapeando el intervalo [—h,0] a R™, h es una constante positiva que representa el
retardo. Designamos la norma de un elemento ¢ € C,, , como ||¢|| = max_p<p<o ||¢(0)]|, ademds

definimos x4(0) = z(t +0),—h < 6 < 0.
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3.1. Ecuaciones diferenciales en diferencia

La forma més general de una DDE de orden n y diferencia m es:
Flt,z(t), z(t — h), ooy 2(t = han), ooy 2™ (8), oy 2™ (= hyy)) = 0. (3.1)
Una subclase de (3.1) con un solo retardo en la variable de estado es:

&(t) = f(t,2(t), x(t — h)),

donde si h = 0 la ecuacién se transforma en una ODE.
Otra subclase de (3.1) son los sistemas lineales con retardos no conmensurados de tipo

neutro, de la forma:
B(t) = > Bri(t— i) = Agz(t) + > Aga(t —hy),  hp >0,k =1,2,...,m. (3.2)
k=1 k=1

donde z € R™ y Ay, A y By, son de dimesiones apropiadas (para k = 1,2,...,m). Se dice que si
hi =kh,k =1,...,m, en (3.2) el sistema es de retardos conmensurados.

Este tipo de ecuaciones es de tipo retardado si se escribe de la siguiente formas:

m
B(t) = Aox(t) + ) Apx(t — hy), hy, > 0.
k=1
Bédsicamente en una ecuacion diferencial en diferencias de tipo retardada la razén de cambio
del estado presente depende del pasado y presente de los estados. Una ecuacién diferencial en
diferencias de tipo neutro representa un sistema en que la razoén de cambio del estado presente
depende de la razén de cambio del estado pasado, asi como también de valores pasados y
presentes de los estados. Otro caso es la ecuacién de tipo avanzada que puede representar un
sistema en que la razén de cambio del estado presente, depende de valores presentes y futuros

del estado.
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3.2. [Existencia y unicidad de soluciones

Considere

#(t) = f(t,z(t), z(t — h)). (3.3)

Supongamos que f es continua con respecto a todos sus argumentos. Dada una funcién

inicial ¢y(t) continua en un intervalo [ty — h, o], se forma el siguiente sistema
x(t) = f(t,(li(t),(po(t - h))at € [t(JatO + h] .

Considérese una solucién de este sistema determinada por una condicién inicial z(ty) =

©o(to). Sea p;(t) esta solucién, la cual existe debido a la hipétesis de continuidad de la funcién
f.
Si esta solucién estd definida en todo el intervalo [to, %o + h], entonces se puede formar el

nuevo sistemas:

z(t) = f(t,z(t), 1(t — h)),t € [to + h,to + 2h].

Considérese una solucién de este sistema determinada por la condicién inicial x(tg + h) =
©1(to + h). Sea py(t) ésta solucién. En general, asumiendo que ¢;_;(t) estd definida en el

intervalo [to + (k — 2)h,to + (k — 1)h] se forma el sistema
#(t) = f(t,2(t), pp_1(t = h)),t € [to + (k = 1)h, to + kh]
y se considera una solucién de este sistema con condicién inicial
z(to + (k= 1)h) = @ _1(to + (k = 1)h).

Sea ,(t) esta solucién. Asi, una solucién del sistema (3.3), z(¢) definida por la condicién

inicial ¢y () estard determinada por
z(t) = @x(t),t € [to + (k= 1)h,to + kh] , k= 0,1,2, ..

La funcién z(t) es continua como consecuencia de su construcciéon. Ademas la funcion z(t) es
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diferenciable y tiene una derivada continua en los puntos interiores de los intervalos [tg+(k—1)h,
to + kh], £ > 1. En el punto tp, unicamente la derivada derecha existe.

Si f(t,z,y) satisface la condicién de Lipschitz con respecto a x, independientemente de vy,
entonces existe una tnica solucién la cual coincide con @g(t) en el intervalo [tg — h,to]. Bajo
esta condicién las funciones @, (t) son unicamente determinadas y cada solucién coincide con
(t) en el intervalo [tg + (k — 1)h,to + kh], k > 1.

El analisis anterior puede extenderse a sistemas con retardo de tipo neutro de la forma:

&(t) = f(t,z(t),z(t — h),z(t — h))

con una funcién inicial ¢y (t) continua y diferenciable en [ty — h, to].

En el caso de DDE lineales con un solo retardo de la forma

&(t) = ax(t) + bz(t — h)

donde a,b € R, dada una condicién inicial p(t) € C,, p, se tiene que z(t) debe satisfacer:

$(t) = (p(t), te [_hv 0]7

8
—~
~
~—
I

e <(p(0) + /t e~ %hx (€ — h)d§> ,t>0.
0

Es claro que z(t) tiene primera derivada continua para t > 0 y tiene una derivada continua

ent =0 siy sélosip(t) tiene derivada en t = 0 y satisface que
¢(0) = ap(0) + bp(=h).
Para ilustrar la construccién de soluciones tomemos el siguiente ejemplo escalar [1]. Sea
z(t) = x(t—1) (3.4)

y supéngase z(t) = 1,—1 < ¢t < 0. Utilizando el método de pasos y por induccién se puede
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mostrar que la solucién de (3.4) es:

En la Figura 3.1 graficamos esta solucién.

x(t)

Fig. 3.1 Solucién de (3.4).

Notar que la ecuacién (3.4) implica que #(t) es continua para todo ¢t > 0. De la grafica
se puede apreciar que la funcién se suaviza conforme se incrementa el tiempo. Esta es una
caracteristica de los sistemas de tipo retardado.

Cabe notar que para sistemas con retardo de tipo neutro no ocurre un suavizamiento de
las soluciones conforme se incrementa el tiempo. Observemos un sistema con un solo retardo
descrito por

&(t) — ci(t — h) = azx(t) + bx(t — h) h >0 (3.5)
donde a, b, c € R.

Teorema 4 [8,Cap.1] Sic# 0 y ¢ es una funcion continua diferenciable en [—h,0], entonces

existe una unica funcion x : (—oo,00) — R, que coincide con ¢ en [—h,0], es continuamente
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diferenciable excepto en los puntos kh,k = 0,£1,+2, ...y satisface la ecuacion (3.5). Esta solu-

cion no puede tener mds deriwadas que ¢ y es continuamente diferenciable si y sdlo si:
6(0) = cp(=h) + ag(0) + bo(—h).
Para ejemplificar el teorema consideremos el sistema [13]

B(t) = dt—1), 0<t<oo (3.6)

z(t) = o(t), —1<t<0

donde ¢(t) es continuamente diferenciable en [—h,0]. Utilizando el método de pasos se puede

mostrar que la solucién de (3.6) es:
z(t) = ot —j) +4[¢(0) —o(-1)], j—-1<t<j, j=12.. (3.7)

Si designamos una condicién inicial ¢(t) = t2, —1 < ¢ < 0 la solucién (3.7) se reescribe como
z(t) =(t—j)> —jparaj—1<t<jconj=1,2,.. Enla Figura 3.2 se observa la solucién

de x(t) para —1 <t < 3.

0.5

-05

X(t)

-15

25 +

Fig. 3.2 Solucién de (3.6).
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Para este ejemplo ¢(0) # ¢(—1), entonces i(t) tiene discontinuidades en t = 0,1, .... Ademas

la funcién no se suaviza conforme se incrementa el tiempo.

3.3. Estabilidad de ecuaciones diferenciales en diferencia lin-

eales

Consideremos una DDE lineal de tipo retardada

{E(t) = on(t) + iAkx(t — hk) (38)
k=1

donde Ag, A1, ...., Ay € R™™ y hy € RT. La funcién caracteristica asociada a (3.8) es:

p(s; e s e*hms) = det (s[ — Ap — Z Akeh’"s) (3.9)

k=0

Cabe mencionar que la funcién caracteristica (3.9) pertenece a un grupo de funciones lla-
madas polinomios exponenciales o cuasipolinomios. Un cuasipolinomio es una funcién entera

analitica para toda s € C, cuya principal caracteristica es que tiene un nimero infinito de ceros.

Definicién 5 [7, Cap. 2]La funcion caracteristica (3.9) se dice estable si
p(s;e s . e7hms) £0,Vs e Cy (3.10)

Se dice que (3.9) es estable independiente del retardo si (3.10) se satisface para todo hj >
0,k =1,2,...,m. El sistema (3.8) se dice estable si la funcion caracteristica (3.9) es estable y
se dice estable independiente del retardo si su funcion caracteristica es estable independiente

del retardo.

De aqui que el sistema (3.8) es estable independiente del retardo si la estabilidad persiste
con respecto a todos los valores posibles de retardo. De otra manera, si el sistema es estable solo
para un subconjunto de retardos positivos, entonces se dice que la estabilidad es dependiente

del retardo.
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En un cuasipolinomio de tipo retardado, las raices de médulo grande se encuentran en el
semiplano izquierdo abierto en el plano complejo, las cuales son un nimero infinito. Las raices
de modulo no tan grande se encuentran dentro de una vecindad centrada en el origen del plano
complejo, estas raices son un nimero finito.

Ademads, en un cuasipolinomio de tipo retardado, a la derecha de cualquier linea vertical
en el plano complejo, existe un nimero finito de raices, el nimero de raices aumenta cuando la
linea vertical se desplaza a la izquierda.

Para sistemas lineales de tipo retardado garantizar que un cuasipolinomio caracteristico
tenga todas las raices con parte real negativa es equivalente a decir que es exponencialmente
estable. Esto no se cumple para sistemas DDE de tipo neutro, la existencia de raices de la
ecuacion caracteristica asociada a un sistema de tipo neutro con parte real negativa no implica
que el sistema sea exponencialmente estable, es mas puede incluso no ser ni siquiera estable en

el sentido de Lyapunov, por lo que en un sistema descrito por:

B(t) = Y Bri(t — hg) = Aox(t) + > Apa(t — hy), hy, > 0. (3.11)
k=1 k=1

cuya funcién caracteristica asociada es:

p(s;e*hls, ...,e*hms) = det (s (I — ZBkehkS> — ZAkeh"‘S> , (3.12)
k=1 k=0

garantizar que (3.12) tenga todas las raices con parte real negativa no es suficiente.

Definicién 6 [7, Cap. 3] La ecuacion caracteristica (3.12) es estable si existe un o < 0 tal
que:

p(s;e s e—th) £0,Vs € Coqt (3.13)

donde Coy := {s:R(s) > a}. Se dice estable independiente del retardo si (3.13) se cumple
para todo hy > 0,k = 1,2,3,...,m. El sistema neutral (3.11) se dice estable si la funcion
caracteristica (3.12) es estable. Es estable independiente del retardo si su funcion caracteristica

es estable independiente del retardo.

Es importante comparar las definiciones de estabilidad para sistemas con retardo de tipo
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neutro y de tipo retardado. Primero, para sistemas de tipo retardado existen un nimero finito
de ceros de su funcién caracteristica a la derecha de cualquier linea vertical en el plano complejo,
esto no es necesariamente el caso para un sistema de tipo neutro. Para satisfacer la condicién
(3.13) es necesario que todos los ceros de la funcién caracteristica estén a la izquierda de alguna
linea vertical Re(s) = « para algun o < 0.

Una condicién necesaria para garantizar la estabilidad del sistema (3.11) es garantizar la

estabilidad de la ecuacién en diferencias:

2(t) =Y Brr(t—hg) =0,  hy>0. (3.14)
k=1
Definicién 7 [7, Cap. 3] La ecuacion en diferencias (3.14) se dice estable si existe un o < 0

tal que

m
det (I - ZBke_h’“é) #0,Vs € Cou (3.15)

k=1
Para garantizar la estabilidad de (3.14) en el caso de retardos conmensurables se tiene el

siguiente resultado:

Lema 8 [7, Cap. 3 Dado hy = kh,k = 1,...,m. El sistema (3.14) es estable para todo h > 0
st y solo si p(B) < 1, donde:

Bl Bm—l Bm

I 0 0
B =

0 I 0

Esta condicién necesaria y suficiente de estabilidad no es suficiente para garantizar la esta-
bilidad de (3.11).

El siguiente resultado proporciona condiciones de estabilidad para el sistema (3.11).

Teorema 9 [7, Cap. 3] Dado hy = kh,k =1,...,m. El sistema (3.11) se dice estable indepen-
diente del retardo si y sdlo si

1) p(B) <1,
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2) Ap es estable,
3) (I =30, Br) Y peq Ak es estable, y
4) p(Mp,(jw)) < 1 donde

D(s)Fi(s) -+ P(s)Fi(s) P(s)Fi(s)
I S 0 0
My, (s) == ,
0 1 0

con ®(s) = (sI — A)~! y Fi(s) =sBp + Ay, k=1,...,m.

Existe una gran cantidad de resultados que pueden ser mencionados para el estudio de esta-
bilidad de sistemas con retardos de tipo retardado y neutro utilizando herramientas frecuenciales

y en el dominio del tiempo (enfoque de Lyapunov). Para una descripcién mas detallada de tales

métodos, véase [1], [8], [7] ¥ [13].
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Capitulo 4

Resultados

Sabemos que muchos sistemas son descritos por DDE “s con retardos y que la naturaleza
infinito-dimensional de estos sistemas hace que su control sea un problema no trivial. La ley
de control propuesta en [14] resuelve el problema de FSA para sistemas lineales con retardo
en la entrada de control, sin embargo, como ya hemos visto, para una implementacién segura
de esta ley se tiene que garantizar que su dindmica interna (descrita por una clase especial de
ecuaciones integrales con retardo) sea estable.

Las alternativas de implementacién en [21] y [27] modifican la estructura de la ley de control
anadiendo un filtro pasa-bajas y estas teorfas no pueden ser extendidas facilmente a sistemas
con multiples retardos en la entrada de control. Adicionalmente, estas alternativas de imple-
mentaciéon pueden hacer innecesariamente complicada la implementacién (en el disefio de varios
filtros pasa-bajas) en el caso de aquellos pardmetros del sistema para los cuales la dindmica in-
terna del controlador es estable.

Dado ésto, en este capitulo presentamos los resultados principales del trabajo de tesis.
Primeramente, consideremos el caso de sistemas lineales escalares de multiples retardos en la
entrada de control y posteriormente extendemos los resultados al caso matricial. En ambos casos
se obtienen condiciones suficientes para la estabilidad asintdtica de las ecuaciones integrales con
retardo que gobiernan la dindmica interna de las correspondientes leyes de control que asignan
un espectro finito a los sistemas en lazo cerrado.

Se presentan varios ejemplos numéricos que ilustran el potencial de los resultados obtenidos.

Finalmente se presenta una interesante aplicacién a un modelo de redes TCP/AQM con retar-
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dos.

4.1. Caso escalar

Consideremos la siguiente clase de sistemas lineales escalares con miltiples retardos en la

entrada de control:

T

£(t) = ax(t) + Y bjult — hy), (4.1)

j=1
donde a,b1,b2,...,b0, e Ry 0< hy <hy<---<h,.

La ley de control
u(t) = fa(t +fZ/ (hi+Opu(t 4 6)db, (4.2)

asigna al sistema en lazo cerrado (4.1)-(4.2) el valor propio

.
A=a+ ) e
j=1

Asi, escogiendo adecuadamente la ganancia de retroalimentacion f, es posible ubicar el valor
propio A del sistema en lazo cerrado en cualquier nimero real preasignado.

La aplicacién de la ley de control (4.2) demanda la implementacién del término integral en
cada instante de tiempo. Cuando a > 0, la realizacién de este término como la solucién de una
ecuacion diferencial debe ser descartado siempre que se involucre una cancelaciéon polo-cero.

Como se sugiere en [14], una posible solucién a este problema es usando métodos numéricos
para aproximar el término integral. Como sabemos, si la integral a la derecha en (4.2) es
aproximada por una suma finita, entonces el sistema en lazo cerrado puede ser inestable si (4.2)
no es internamente estable [6] y [25]. La dindmica interna de (4.2) es descrita por la siguiente

ecuacion integral:

T 0
=f> / ) e~ it (t + )df. (4.3)
i= —Iy
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La funcién caracteristica asociada a (4.3) es
r 0
p(s) =1-— beje_“hj / 5= g, (4.4)
j=1 —h;

Desarrollando las integrales, (4.4) se reescribe como:

r 1 — ¢ hi(s—a)
— o—ah;
p(s) =1 fnglbje ah; ( — .

Todos los ceros de p(s) coinciden con ser ceros del cuasipolimomio tipo retardado:
T T
q(s)=s—a—f Z bje_ahf + f Z bje_Shj = (s —a)p(s).
j=1 j=1

El unico cero de ¢(s) que no es cero de p(s) es s = a. Dado esto se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 10 Una condicion necesaria y suficiente para garantizar la estabilidad exponen-

cial de (4.3) es que todos los ceros de la funcién caracteristica p(s) tengan parte real negativa.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes de estabilidad dependientes del

retardo para (4.3).

Teorema 11 Si
T

] bie @hit0) |y 4.5
j=1 eel[ri%}j{aol ‘f i ! (45)

entonces todos los ceros de (4.4) tienen parte real negativa.

Prueba. Primero observemos que para todo h > 0 y cualquier s con Re(s) > 0 se cumple

0 —hs
1-—
‘/ eeSdH‘ = ’—e
—h S

Procediendo por contraposicién, suponemos que p(s) tiene un cero, sp, con parte real no nega-

< h.

tiva.

Entonces

r 0
1= fbje / =) dp
j=1 —h;
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y por lo tanto

r _ »—hjs0
1 < max ‘fbje*a(hfr@)) ‘16—]
— 0¢c[—h;,0] S0
7j=1
< méx ‘ fbje*amﬁ"))hj.

j:1 96[7}”70]
La ltima desigualdad completa la demostraciéon. m

Corolario 12 Sia <0y Y ', |fbje™i| hj < 1, entonces los ceros de p(s) tienen parte real

negativa.

Corolario 13 Sia >0y Z;-:O |fbjl hj < 1, entonces los ceros de p(s) tienen parte real nega-

tiva.

4.1.1. Ejemplo escalar (un solo retardo)

Consideremos el siguiente sistema escalar:
&(t) = x(t) + u(t — h). (4.6)
En este caso la ley de control (4.2) se simplifica como

u(t)=f <x(t) +eh /0 e Ou(t + 9)d9> (4.7)

y (4.3) como .
a(t) = fe ™t / e~%u(t + 0)de. (4.8)

Del Corolario 13 obtenemos que (4.8) es exponencialmente estable si | f| < 1/h. En la Figura
4.1, graficamos la regién determinada por 14 fe™" < 0 (condicién de estabilidad para el lazo
cerrado) y la condicién de estabilidad |f| h < 1 en el plano (h, f). Denotamos a la interseccién
de estas dos regiones como R.

Seleccionando h = 1, correspondiente al ejemplo ampliamente estudiado en la literatura (ver:
[6], [19], [21] y [27]) encontramos que no existe f en la regiéon Ry que garantice la estabilidad

de (4.8). Por lo tanto, no podemos garantizar una implementacién segura de (4.7) por métodos
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de tipo cuadratura. Esto simplemente explica la inestabilidad de la implementacién de la ley
de control reportada en la literatura cuando f es seleccionada para asignar un valor propio de
A= —1, ver [25] y [26].

Por otro lado, es claro que existen algunos pares (h, f) para los cuales la estabilizacién puede
ser garantizada. De la Figura 4.1 podemos encontrar un valor de retardo méximo para el cual
se pueda garantizar la estabilizacién. Asi tenemos que para h € (0,0.5670) se cumple que la
ecuacion de la dindmica interna (4.8) y el lazo cerrado (4.6)-(4.7) son estables.

Notemos que cuando el retardo h tiende a cero, la ganancia de retroalimentacién tiende a
infinito lo que implica que la estabilidad puede ser garantizada usando la colocacién arbitraria
de polos en correspondencia con el caso de los sistemas lineales sin retardo (h = 0).

En la Figura 4.2 presentamos una simulacién numérica usando el método trapezoidal (¢ =
100) para la aproximacién de la integral con h = 0.3 y f = —2, junto con la respuesta ideal
en lazo cerrado. Para estos valores en particular se asigna en lazo cerrado un valor propio
A = —0.4816.

En la Figura 4.3 comparamos la respuesta del sistema en lazo cerrado utilizando el método
trapezoidal para la aproximacién de la integral cambiando el paso de integracién (¢ = 100,
g =50y ¢ = 10). Cabe mencionar que para estos valores de pardmetros si reducimos ain més

el paso de integracion se generan errores de aproximacién y no de estabilidad.
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Fig. 4.1 Region de estabilidad de (4.8) determinada por |f|h < 1 (- -) y regién de estabilidad

para el sistema en lazo cerrado ideal determinada por 1 + ke™" < 0 (-)

25
aproximacion
L eeeeeee ideal
0.5 i i i i i
0 5 10 15 20 25 30
t

Fig. 4.2 Simulacién numérica aproximando (4.7) con el método trapezoidal (¢ = 100) y

respuesta en lazo cerrado ideal.
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t

Fig. 4.3 Simulacién numérica aproximando (4.7) con el método trapezoidal para g = 100,

q =950y q=10.

4.1.2. Ejemplo escalar (muiltiples retardos)

Para ilustrar el potencial de estos resultados consideraremos ahora el siguiente sistema

escalar con dos retardos en la entrada:
z(t) = x(t) + u(t — 0.3) + u(t — 0.5). (4.9)
Para este caso la ley de control (4.2) es:

u(t) = f <x(t) + /_0043 O30 (1 1+ 0)d0 + /o

e~ O30 gt 4 9)d0> (4.10)
—0.5

y (4.3) . ,
a(t) = f ( / e~ O30t + 0)do + / e (050 (¢ + 9)d9> . (4.11)
—0.3 —0.5
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Del Corolario 13 obtenemos que si |f| < 1.25 entonces (4.11) es exponencialmente estable.
Para garantizar la estabilidad en lazo cerrado de este sistema se busca que el valor propio
A =1—f(e %5 +e793) sea negativo, lo que implica que f < —0.7422 garantizard esta condicién.

Entonces, para f € (—1.25,—0.7422), tanto la dindmica interna de la ley de control (4.11)
como el sistema en lazo cerrado ideal (4.9)-(4.10) son estables.

Cabe notar que el valor propio del sistema en lazo cerrado puede ser ubicado en el intervalo
(—0.6824, 0), lo cual, para propésitos de estabilizacion, es més que suficiente.

En la Figura 4.4 presentamos una simulacién numérica con la aproximacién de la ley de

control (4.10) (usando el método trapezoidal) para f = —1 y la comparamos con la respuesta
en lazo cerrado ideal asociada al valor propio en lazo cerrado ideal A = —0.3473.
6
aproximacion |
....... ideal
g
-1 i i i i i
0 5 10 15 20 25 30
t

Fig. 4.4 Simulacién mimerica aproximando (4.10) con el método trapezoidal (q=100) y

respuesta ideal en lazo cerrado.

Como puede verse en estos ejemplos, para algunos valores de pardmetros satisfaciendo condi-
ciones simples de verificar, la estabilidad del lazo cerrado puede ser lograda en el espiritu del
enfoque original propuesto en [14] sin la necesidad de introducir algun filtro pasa-bajos en el lazo

de control como ocurre en [21] y [27]. Por otro lado, para aquellos valores de parametros que no
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satisfacen las condiciones de estabilidad, las alternativas de implementacién que involucren un

filtro pasa-bajas en el lazo de control proporcionan una solucién al problema de estabilizacién.

4.2. Caso matricial

En esta seccién se extienden los resultados a la clase de sistemas matriciales con multiples

retardos en la entrada de control denotada por:
,

(t) = Az(t) + > Bjult — hy), (4.12)

donde A € R™", B; e R"™ para j =1,...,7con 0 < hy < hg <--- < h,.
La ley de control
0

ut) = Fa(t) + F ) e 4 / . e~ Bju(t + 0)do (4.13)
j=1 —h;

asigna un espectro finito al sistema en lazo cerrado, el cual coincide con el espectro de la matriz
T —h;Ap.
A+ e WAB;E.
La ecuacién integral que determina la dindmica interna de la ley control tiene la siguiente

forma:

r 0
at)=F) / . e~ AM+0) Bai(t + 0)do (4.14)
=171

cuya funcién caracteristica es:

T 0
p(s) = det Im—FZ/h eiA(hﬁe)BjeesdG (4.15)
=17/

= det (I, — FM(s)),

donde
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Todos los ceros de p(s) coinciden con ser ceros del cuasipolinomio de tipo retardado g(s)

q(s) = det|sl,—A-— Z e~ i (1 — e*hf(SI*A))BjF
j=1
= det(sl, — A)det (I, — M(s)F)
= det (sl, — A)det (I, — FM(s))

= det (sI, — A)p(s).

Los tinicos ceros de ¢(s) que no son ceros de p(s) son los valores propios de la matriz A.

Proposicién 14 Una condicion necesaria y suficiente para garantizar la estabilidad exponen-

cial de (4.14) es que todos los ceros de la funcidén caracteristica p(s) tengan parte real negativa.

El siguiente teorema provee condiciones suficientes de estabilidad dependientes del retardo

para (4.14).

Teorema 15 5%

mix ||FBje 00| p; < 1 (4.16)
=1 96[—hj70}

entonces todos los ceros de p(s) tienen parte real negativa.

Prueba. Sabemos que

1—ehs
‘— < h, Vs|Re(s) e RT.

Ahora asumimos que p(s) tiene un cero, sg, con parte real no negativa. Entonces existe un

vector complejo v, distinto de cero, tal que
r0
sl — FZ/ e~ A +0) pebsoqg | 4 = 0.
- hi
J=1 I

Se sigue que

r 0
In,=F / e~ Ahi+0) Bebso g
jz_:o —h;
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y por lo tanto

1 < max )’FBje*A(hj+9j) ‘1_6—]80
- =1 GjG[—hj,O} S0
< méx H]7E567AU”+HjW‘hT
]

=1 eje[*hj,o
La iltima desigualdad prueba el teorema. m

4.2.1. Ejemplo matricial

Un ejemplo que resulta ilustrativo para un sistema matricial es el usado en [6] ,[14] y [19],

donde consideran un sistema de la forma:

#1(t) = u(t—h) (4.17)

.’ﬁg(t) = .’El(t)+.’E2(t)

En este caso, la ley de control (4.13) es:

0 0

w(t +0)d0 + foe / et +0)d)  (4.18)
—h

u(t) = fras(t) + faza(t) + (fo— f1) /

—h

El espectro del sistema en lazo cerrado (4.17)-(4.18) es determinado por los ceros del poli-

nomio caracteristico:

g(s) = s> +s(-1 = fi = fale™" = 1)) + fr — fo. (4.19)
El polinomio g(s) es estable si y sélo si

ﬁ>ﬁ>fﬁ>—6+ﬁ (4.20)

e h—1)

Por otro lado, la dindmica interna de la ley de control (4.14) es descrita por la ecuacién

0 0

(t+ 0)d6 + foc" / eii(t + 0)do. (4.21)
“h

i) = (fo- o) |

—h
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Aplicando el Teorema 15 se tiene que (4.21) es exponencialmente estable si

" —h—0
ma e —1|h <1 4.22
i [+ fof ) (1.22)
En la Figura 4.5 se muestra un esquema representativo de la regién de estabilidad determi-
nado por (4.20) y (4.22) en el plano (fi, f2) . Los puntos de interseccién de las lineas determi-
nadas por las cotas de las regiones de estabilidad con los ejes coordenados estén definidos por
a=-1/(e"=1)yb=a/h.

1+f1

Donde el punto de interseccion de fi = fo vy fo = Gy

es (—eh,—eh) y el punto
¢ = (—a,—a), donde o = €.

Es claro que para garantizar la existencia de pares (f1, f2) tales que (4.21) y (4.19) sean
estables se debe satisfacer que

ah < 1. (4.23)

De la desigualdad (4.23) podemos calcular una valor de retardo h maximo para el cual se
puede garantizar la estabilizacién. Asi, para h € (0,0.57) se cumple que tanto (4.21) como el
sistema en lazo cerrado (4.17)-(4.18) son estables.

En la Figura 4.6 se muestra entre lineas puntedas la regién de estabilidad del sistema en
lazo cerrado (4.17)-(4.18) y la regién de estabilidad de la dindmica interna de la ley de control
seleccionando h = 0.1. Seleccionando f; = —1.6 y fo = —2, se asigna idealmente los valores
propios A1 = —0.2 4+ 0.59¢ y Ay = —0.2 — 0.59:. En las Figuras 4.6 y 4.7 se grafica la respuesta
a entrada escalén de cada uno de los estados del sistema utilizando el método trapezoidal de

aproximacién (con un paso de ¢ = 100).
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f.f.f.z

/h s
f1

Fig. 4.5 Esquema representativo de la regién de estabilidad para (4.19) (- -)y (4.21) (-).

10 -9 -8 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Fig. 4.6 Region de estabilidad para la ley de control y para el sistema en lazo cerrado

(4.17)-(4.18).
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80 100
t

Fig. 4.7 Respuesta del estado x;(t) utilizando el método trapezoidal para aproximar el

término integral en (4.18).

35

25

x,(0)

15

051

100

Fig. 4.8 Respuesta del estado x2(t) utilizando el método trapezoidal para aproximar el

término integral en (4.18).
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4.3. FSA para un modelo con retardos de redes TCP/AQM

Consideremos un modelo ampliamente estudiado que describe aproximadamente el com-
portamiento de una red TCP/AQM (ver [4], [9], [10], [16], [23]). Tal modelo, que relaciona
los valores promedio de las variables clave de red de n fuentes homogeneas controladas por
TCP (Transmission Control Protocol) y un unico ruteador congestionado, estd descrito por las
siguientes ecuaciones diferenciales no-lineales con retardo:

W(t) =+ — 2w (t)p(t — 7), (4.24)

donde w(t) denota el promedio del tamano de la ventana [paquetes], g(t) es el promedio de la
longitud de la cola [paquetes|, 7 € R es el tiempo promedio de viaje redondo [segundos], ¢ € R
denota la capacidad de transmisién [paquetes/segundo], n € RT es el numéro de sesiones TCP
y p(+) es la funcién de probabilidad del marcado de paquetes, la cual representa la estrategia
de control AQM. Para un equilibrio deseado qo, el punto de equilibrio (wy, go, po) de (4.24) esta
definido por:

9 TC
w0p0:2yw0:;.

El sistema (4.24) es un modelo aceptable para investigar el comportamiento alrededor del
punto de equilibrio para algunas clases de redes TCP/AQM bajo la suposicién de que wg > 1, el
cual ha sido utilizado y validado por muchos investigadores (ver [4], [9] y [16]). Motivados por la
interpretacién de control retroalimentado, controladores P (proporcional) y PI (proporcional-
integral) fueron propuestos como estrategias AQM en [10] y controladores H* en [23] para
la versién linealizada del modelo. Se mostré que tales controladores mejoran el desempeno
obtenido con controladores estdndar como RED (Random Early Detection; por sus siglas en
inglés). Los controladores propuestos resultan en sistemas en lazo cerrado con retardo para los
cuales condiciones de estabilidad han sido encontradas, ver [10] y [16].

En esta seccién aplicamos la técnica de Asignacién de Espectro Finito para el sistema linea-

lizado de (4.24) explotando los resultados de este trabajo para garantizar una implementacién
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segura del controlador.

La linealizacién de (4.24) alrededor del punto de equilibrio (wo, qo,po) es

E(t) = AL(t) + bp(t — 7), (4.25)
onde (t) = ) A= , b= , W(t) = w(t)—wo, ¢(t) = q(t)—qo
q(t 20 0

y B(t) = p(t) — po-
La ley de control correspondiente que asigna un espectro finito en lazo cerrado a (4.24) tiene

la siguiente forma:

0
p(t) = FE@) + F /_ e AT bp(t + 0)dd,

donde F' = < fi f2 ) es un vector de ganacias a ser asignado. Célculos sencillos llevan a la

siguiente expresion para la ley de control:

2 0
PO = )+ i) - 3o f /_ B4054 4+ 0)do (4.26)
2.3

0
—1;2 f2/ (1 - e%“”’)) Bt + 6)de.

-7

El espectro en lazo cerrado ideal es determinado por los ceros del polinomio

2n  TcC on 7203 c?
_\2
m()\)—)\ +|:—+2 2f1€ 4 2f2 (1—676):|>\+%f2.
El polinomio m(\) es estable (todos sus ceros tienen parte real estrictamente negativa) si y

sélo si

m 2 3
fr>0y o+ 2f1e +—2f2 (1—en)>0. (4.27)

La dindmica interna del controlador (4.26) es descrita por la ecuacién integral con retardo

2n

2.3 0
5= T+9) TC 20 (r10)
z(t) = 2f1/ 2 (t+9)d9_Wf2/T (1—67% )z(t+0)d9. (4.28)

~|
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Aplicando la condicién del Teorema 15 tenemos que (4.28) es exponecialmente estable si

2.2

méx —2 |eF 0 g 4 TC (1 - efﬁl(”g)) fg‘ <1 (4.29)

0c[—7,0] 2n? 2

En la Figura 4.9 graficamos las regiones de estabilidad determinadas por (4.27) y (4.29)
en el plano (fi, f2). Denotamos con R a la interseccién de las dos regiones. Los puntos de

interseccién de las lfneas determinadas por las cotas de las regiones de estabilidad con los ejes

. . 3 3 2n 2n 2
coordenados estén definidos por a = — 3% (W> b= Tgcge e, d =% e e e=20y

4.4 2 2.2
T=C l—e7ec (& T=C
g=—4 (L
- 3,3 2n .
T2C l—e7c

Donde se cumplen que

a
b —d 7'067% <1 — e%>
y tomando en cuenta que wg > 1,

a<gyb>-—d.

Observacién 16 Para cualesquiera parametros (n,T,c) existe un par (fi, fo) dentro de la
region de estabilidad Rs para el que se cumple que tanto la ecuacion integral con retardo (4.28)
como el sistema en lazo cerrado (4.25)-(4.26) son estables. Por lo tanto, una implementacion
segura de la ley de control (4.26) usando métodos de aproximacion numéricos de tipo cuadratura

puede ser lograda.

En la Figura 4.10 se muestra la regién de estabilidad R, para los pardmetros de Red n = 40
sesiones TCP, 7 = 0.7 segundos y ¢ = 300 paquetes/segundos.

Una simulacién numérica con la aproximacion de la ley de control (4.26) (usando el método
trapezoidal), seleccionando las ganancias del controlador (f1, f2) = (0.07,0.0006) dentro de la
regién Ry, es representada en las Figura 4.11, 4.12 y 4.13. Para estos valores en particular se
tiene que los valores propios de lazo cerrado ideal son Ay = —1.55 y Ay = —0.43. Cabe mencionar
que para las simulaciones se utilizd, el modelo linealizado con diferentes condiciones iniciales y

a su vez diferentes referencias.
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Fig. 4.9 Esquema representativo de la regién de estabilidad.

0 L L L L L L L L
-0.02 -0.01 0 0.01 002 003 0.04 005 0.06 0.07

Fig. 4.10 Region de estabilidad del sistema en lazo cerrado (4.24)-(4.26) y regién de
estabilidad de ley de control ( 4.28), seleccionando n = 40,7 = 0.7 y ¢ = 300.
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Fig. 4.11 Respuesta del estado w(t)
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Fig. 4.12 Respuesta del estado q(t)
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Fig. 4.13 Entrada del sistema p(t).

Esta aplicacién muestra que existen sistemas para los cuales se puede lograr la estabilizacién
en lazo cerrado en el espiritu original de la técnica de FSA propuesta por Manitius y Olbrot en
[14], sin la necesidad de introducir algun filtro pasa-bajas en el lazo de control como ocurre en

algunos resultados recientes [21] y [27].
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis nos enfocamos en el problema de estabilidad de la dindmica interna de la ley de

control que asigna un espectro finito a sistemas con miiltiples retardos en la entrada de control.
Conclusiones.

1.- La dindmica interna es descrita por una clase especial de ecuaciones integrales para la cual
proporcionamos condiciones suficientes de estabilidad dependientes del retardo. Primeramente,
consideremos el caso de sistemas lineales escalares de multiples retardos en la entrada de control
y posteriormente extendemos los resultados al caso matricial.

2.- Los resultados determinan una clase de sistemas con retardo en el control para los cuales
se tiene una implementacién segura de la ley de control que asigna un espectro finito en lazo
cerrado mediante métodos numéricos de aproximaciéon por cuadratura.

3.- Ademais, dichos resultados presentan una alternativa para garantizar una implementacién
segura de la ley de control a aquellas encontradas en la literatura que involucran un filtro pasa-
bajas en el lazo de control.

4.- El potencial de los resultados obtenidos se ejemplifica con el problema de Congestién en
Redes en Internet, donde, como se muestra, siempre se puede garantizar una implementacién
segura de la ley de control que asigna un espectro finito en lazo cerrado para cualesquiera

pardmetros del sistema.
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Trabajo a futuro

1.- Analizar la robustez de la ecuacién integral con retardo que describe la dindmica interna
del controlador ante variacién de pardmetros del sistema y ganancia del controlador.

2.- Extender los resultados a sistemas con retardos en los estados. Esto es dado que den-
tro del mismo articulo de Manitius y Olbrot [14] proponen una la ley de control que asigna
espectro finito a sistemas con multiples retardos en los estados, dicha ley de control contiene
términos integrales que para una implementacién préctica necesitan ser aproximados por méto-

dos numeéricos.
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